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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования. В настоящее время накоплен большой 

теоретический багаж знаний в направлении проведения исследований, связанных с 

получением качественно уточнённых теорий поведения материалов в строитель-

ных конструкциях. Одним из таких направлений является построение математиче-

ских моделей строительной механики, которые можно было бы использовать в рас-

четной практике строительного проектирования. В частности, возникла потреб-

ность в корректном отображении свойств материалов, проявляющих зависимость 

механических свойств от компонентного состава тензора напряжений (зависимость 

физико-механических свойств материала от вида напряженного состояния) [2, 7, 8, 

11, 12, 25–28, 69, 102–104, 116, 161, 162 и др.]. 

Несмотря на значительное количество публикаций с результатами исследо-

вания в указанном научном направлении, добиться удовлетворительных результа-

тов в ряде актуальных задач расчётного моделирования не удалось. Хотя для неко-

торых частных теорий такие решения имеются [85, 109, 112–119, 191–193]. 

Между тем, потребность в достоверных расчётных моделях, построенных 

для таких материалов, как конструкционные графиты, бетон (железобетон), кера-

мика и другие композитные материалы, становиться всё более актуальной. Этому 

способствует распространение их применения в строительной отрасли, а также от-

сутствие обобщённого теоретического обоснования используемых моделей. Ситу-

ация обостряется также тем обстоятельством, что актуализирована потребность 

расширения видов воздействий на конструкции, содержащие несущие элементы из 

указанного класса материалов, материалов с «усложненными» свойствами [2, 174, 

176, 179, 199]. Имеются ввиду материалы, склонные к дилатации, механические 

свойства которых, активно проявляют свою зависимость от компонентного состава 

тензора напряжений, а также реагируют на наличие температурных воздействий и 

агрессивных проявлений со стороны внешней среды [139, 173, 175, 193, 197–202]. 

Теоретические модели, учитывающие указанные выше свойства материалов и воз-

действий, оказываются достаточно сложными для практической адаптации. Их аналити-

ческие решения, в подавляющем большинстве случаев, на сегодня неизвестны. Поэтому 
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имеется настоятельная потребность в получении новых числовых моделей, описываю-

щих поведение конструкций в реальных условиях эксплуатации. Такие модели могут 

быть созданы на основе современных методов численного моделирования.  

Проблема получения вычислительных моделей для строительных конструк-

ций осложняется тем, что одним из основных направлений получения уточнённых 

моделей их поведения, является учёт совместности работы несущего остова здания, 

его фундамента и основания (системы типа «сооружение-основание»). В рамках, 

этого же подхода, предлагается пользоваться многослойными нелинейными пред-

ставлениями оснований и фундаментов, что неизбежно усложняет алгоритмы по-

лучения данных числовой модели поведения системы в целом. 

Работа самих конструкций не меньше, чем для оснований, сопровождается 

значимой нелинейной связью деформаций и напряжений. Наиболее показатель-

ным, в данном вопросе, является поведение бетона. Физическая нелинейность бе-

тона (железобетона) определяется множеством факторов и связано с такими явле-

ниями, как повреждаемость в форме трещинообразования, пластические деформа-

ции бетона и его дилатация [19, 48–50, 79, 87], зависимость механических свойств 

от компонентного состава тензора напряжений [174, 182, 194–196, 209, 215–217].  

Для корректного анализа напряжённо-деформированного состояния (НДС) 

зданий и сооружений, прогнозирования их механической работы совместно с мно-

гослойным деформируемым основанием, нельзя пренебрегать нелинейным поведе-

нием железобетона, как, собственно, и прочих конструкционных материалов. 

Одной из главных причин зависимости физико-механических характеристик 

материалов от напряжённого состояния в точке, являются дефекты типа пор и тре-

щин. Они возникают в изначально бездефектном материале на некотором этапе де-

формирования. Этот этап можно охарактеризовать появлением новых дефектов, их 

накоплением, слиянием, c последующим образованием макроскопических трещин. 

Наиболее отчётливо процесс проявляется при деформировании композитных мате-

риалов, где стадия рассеянного разрушения достаточно выражена в силу наличия в 

композитах большого количества границ раздела фаз, тормозящих трещины. Эф-

фекты такого рассеянного разрушения наблюдаются и в конце магистральной 
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трещины, которая продвигается по уже повреждённому материалу. 

Учёт повреждаемости в механической работе конструкций – это одна из ак-

туальных проблем прочности конструкций. Изучение условий распространения от-

дельной трещины и их систем, разработка методов идентификации дефектности 

материала, построение механико-математических моделей описания деформирова-

ния несущих элементов лежит в основе решения вопроса о возможности разруше-

ния строительной конструкции [34, 79–84, 174, 249]. 

Присутствие даже части перечисленных выше факторов в расчётных моделях 

оказывает значительное влияние на точность формируемого вычислениями множе-

ства данных, характеризующих прогноз будущего поведения строительного объекта. 

Действующая нормативная документация в области расчётного моделирования 

в строительстве однозначно требует учёта всех вышеперечисленных особенностей, 

определяющих возможность повышения точности прогноза поведения строительной 

конструкции. Откуда и возникает потребность в новых механико-математических мо-

делях, а также средствах их использования в проектной и расчётной практике. 

Таким образом, рассматриваемая в диссертации проблема разработки тео-

рии деформирования и прочности пространственных конструкций из начально-

изотропных материалов, чьи деформационно-прочностные характеристики зависят 

от вида НДС, в рамках единого подхода к расчётному моделированию комбиниро-

ванных сооружений на деформируемом многослойном основании, а также отдель-

ных армированных конструкций и их фрагментов, в том числе с учётом воздей-

ствия химически активной эксплуатационной среды, температурных воздействий 

и повреждаемости, является актуальной проблемой строительной механики 

как в научном, так и в практическом плане. 

Уточним, что речь идёт о строительных конструкциях, в составе которых присут-

ствуют несущие элементы, точность прогнозирования НДС, которых недостаточна при 

использовании линейного подхода, и которые, обладают значимо нелинейными свой-

ствами, описанными выше. Важно также подчеркнуть, что эти несущие элементы об-

разуют пространственные структуры типа «здание-основание». 
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Степень разработанности темы. Работа изотропных и начально-изотропных 

значимо нелинейных материалов, свойства которых зависимы от компонентного со-

става тензора напряжений, рассмотрена в работах С.А. Амбарцумяна, 

В.Н. Барабанова, А.В. Березина, Г.В. Бригадирова, Д.Л. Быкова, С.С. Вялова, 

Д.А. Гаврилова, П.Н. Ельчанинова, А.А. Золочевского, А.И. Козачевского, 

А.В. Крысько, В.И.  Кудашова, М.Я. Леонова, Е.В. Ломакина, В.А. Ляховского, Ма-

линина Н.Н., Н.М. Матченко, И.Г. Овчинникова, А.И.  Олейникова, В.М. Панфё-

рова, В.В. Петрова, Б.В. Пономарева, Ю.Н. Работнова, К.Н. Русинко, 

Н.Г.  Тамурова, Л.А. Толоконникова, А.А. Трещёва, Г.В. Туровцева, В.П. Устинова, 

Ю.И. Цвелодуба, Г.С. Шапиро, C.W. Bert, R.M. Jones, D.A.R. Nelson, A.H. Nilson, 

J.N. Reddy, F. Tabaddor, M.E. Tasuji [1, 7, 8, 25–28, 32, 43, 44, 55, 56, 68, 75, 88, 99, 

102–104, 106, 109, 110, 112–119, 121, 122, 127, 140, 142–144, 159–161, 171, 191–193, 

194–202, 207, 208, 215, 216, 234–236, 244, 246, 254, 273–275, 289, 292–295, 299, 321, 

325] и других. Было установлено, что полученные теоретические результаты не по-

крывают в полной мере потребности описания материалов в отношении выше от-

меченных свойств, когда эти материалы работают в составе реальных конструкций. 

Этому препятствуют ограничения, которые положены в основу большинства опре-

деляющих соотношений: отказ от точного учёта экспериментальных данных пове-

дения материалов [18], упрощённые соотношения между механическими характе-

ристиками, эффективность практического применения к весьма ограниченному ко-

личеству применяемых в строительных конструкциях материалов, с учётом про-

стых и сложных видов НДС.  

Широкое распространение железобетона в строительстве стало возможным 

благодаря многочисленным исследованиям, выполненными учёными разных стран. 

Особое внимание к проблемам проектирования и расчёта сооружений из железобе-

тона и других композитов начало уделяться в конце XIX века, что затем переросло 

в широкомасштабные фундаментальные исследования, продолжающиеся уже бо-

лее 70 лет. В России и мире, множество видных учёных и инженеров, занимались 

исследованием железобетона и конструкций из него (а также рассмотрением сопут-

ствующих проблем) [12–16, 19, 30, 31, 39, 40, 46–50, 57, 61, 70, 79–92, 124–126, 134, 
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135, 137, 141, 168, 174, 211, 239, 253, 269, 270, 277, 281, 288, 303, 305, 306, 325], 

среди которых В.М. Бондаренко, А.М. Белостоцкий, А.А. Гвоздев, Г.А. Гениев, 

А.Б. Голышев, Ю.В. Зайцев, А.Б. Золотов, Н.И. Карпенко, В.Н. Киссюк, 

В.И. Колчунов, С.Б. Крылов, А.Ф. Лолейт, В.И. Мурашев, Г.В. Мурашкин, 

Ю.А. Нелиндер, Я.М. Немировский, П.Л. Пастернак, В.Н. Римшин, Л.А. Толокон-

ников, В.И. Травуш, А.А. Трещёв, Г.А. Тюпин, Г.И. Шапиро, 

K. Maekawa, M.P. Nielsen, H.B. Kupfer, M.E. Tasuji, D.J. Han, V. Cervenka, L. Jendele, 

F.O.Slate и другие. 

Во многих случаях реальные здания имеют сложную конфигурацию в плане и 

пространственное распределение жёсткостей, обусловленное, в том числе, сложно-

стью механического поведения используемых материалов и грунтов, поэтому 

обычно довольно трудно оценить влияние различных факторов на результаты рас-

чёта (например, распределение жёсткостей различных элементов надземных кон-

струкций и слоёв основания). Существующие прикладные теории не всегда позво-

ляют достаточно и эффективно решать подобную задачу с целью внедрения теоре-

тических исследований в реальную проектную деятельность. 

Значительный вклад в решение проблем, связанных с работой комбинирован-

ных систем, внесли отечественные и зарубежные учёные. Проблему учёта взаимо-

действия конструкции с грунтом основания изучали: Д.Д. Баркан, Н.И. Безухов, 

А.Н. Богомолов, И.И. Гольденблат, М.Н. Гольдштейн, М.В. Егоров, Ю.К. Зарецкий, 

В.А. Ильиных, А.З. Кац, В.И. Колчунов, П.А. Коновалов, В.В. Леденев, 

И.Я. Лучковский, О.В. Мкртычев, А.Г. Назаров, П.Л. Пастернак, Е.А. Синицин, 

Г.М. Скибин, З.Г. Тер-Мартиросян, В.И. Травуш, А.А. Трещёв, Р.Р. Хасанов, 

М.В. Шитикова, В.П. Шумовский, С.И. Яковлев, S. Chan, M. Herzog, W. John, 

G.G. Meyerhof [17, 22, 41, 42, 53, 54, 65, 90, 138, 167, 174, 178, 188, 196, 222, 225, 

233, 256, 257, 261, 279, 288, 303, 308, 316, 325, 328, 330, 334] и другие. 

Одним из сравнительно новых направлений в расчётном моделировании стро-

ительных конструкций стал учёт влияния химически активной (агрессивной) среды 

на НДС несущих элементов. Опубликованные, в сравнительно небольшом числе 

работы по этому направлению, были выполнены В.М. Долинским, 
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Н.С. Дядькиным, И.Г. Овчинниковым, В.В. Петровым, В.П. Селяевым, 

Ю.А. Соколовой, В.И. Соломатовым, А.А. Трещёвым, P.B. Bamforth, F. Biondini, 

D.M. Frangopol, L.O. Nilsson [16, 132, 133, 135–137, 148–150, 165, 211, 225–227, 229, 

253, 267, 276, 319, 329] и другими. Итогом этих исследований стала методика, раз-

работанная в трудах В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова и О.В. Пениной. Их подход 

даёт возможность адекватного описания влияния химически активной среды на ме-

ханические и прочие свойства материалов несущих конструкций. Однако, приме-

нение этой методики к классу разносопротивляющихся материалов оказалось ме-

нее эффективным, так как, точность отображения взаимодействия химически ак-

тивных сред с подобными материалами на уровне параметров деформирования, не 

всегда оставалась приемлемой. 

Еще одним фактором эксплуатационной среды, объективно влияющим на по-

ведение строительных конструкций, является температура. Возможная зависи-

мость коэффициента линейного температурного расширения, от вида и характери-

стик напряжённого состояния, может внести значительные коррективы в резуль-

таты оценки НДС. Решению проблемы учёта влияния напряженного состояния на 

термомеханические характеристики материалов посвящены работы С.А. Амбар-

цумяна, А.В. Березина, Г.В. Бригадирова, Е.В. Ломакина, В.Г. Малинина, 

Н.А. Малининой, А.А. Маркина, Н.М. Матченко, В.М. Панфёрова, В.В. Петрова, 

С.В. Плотниковой, Ю.Н. Работнова, М.Ю. Соколовой, Н.Г. Тамурова, Л.А. Толокон-

никова, А.А. Трещёва, Г.В. Туровцева, С.М. Шляхова, C.W. Bert, R.M. Jones, 

N. Kamiya, J.N. Reddy, Y. Takeuti [62–64, 96, 146–147, 173, 218, 231, 232, 252, 262, 

263, 278, 283–285, 300, 302, 315, 323, 324] и других авторов. По работам этих учё-

ных можно проследить путь развития теории для расчётного моделирования НДС, 

причиной возникновения которого является изменение температуры вокруг несу-

щего элемента конструкции, что порождает реакцию его материала в форме появ-

ления температурной составляющей НДС. Кроме возникновения температурных 

напряжений исследуются также термоупругие волны и законы распределения тем-

пературы по сечениям одномерных и двумерных несущих элементов. Актуальными 

являются и работы, в которых исследуется зависимость механических и 
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температурных свойств материалов от температурных воздействий. Тенденции 

усиления внимания к учёту данных факторов нелинейности, в механической работе 

конструкций, вызвали к жизни исследования подходов к решению таких задач, 

например, в рамках теории оболочек [111, 151]. Подобные работы были выполнены 

Н.Л. Охлопковым, В.В. Петровым, М.С. Корнишиным, С.П. Тимошенко и др. Вы-

яснилось, что построенные соотношения не могут с достаточной точностью, адек-

ватной экспериментальным данным, описать поведение значимо нелинейных раз-

носопротивляющихся материалов в условиях температурного воздействия. 

Проблемами механики разрушения, в том числе в строительной отрасли, занима-

лись такие известные специалисты, как В.И. Астафьев, Г.И. Баренблатт, А.В. Березин, 

В.В. Глаголев, Р.В. Гольдштейн, А.В. Звягин, А.Б. Золотов, Д.Д. Ивлев, И.М. Лавит, 

Е.В. Ломакин, А.А. Маркин, Е.М. Морозов, В.З. Партон, Г.П. Черепанов, Е.И. Шифрин, 

T. Belytschko, S.N. Atluri, D. Broek, R. Frosch, R. Gilbert [12, 19, 22–24, 26, 27, 48, 51, 57, 

61, 80–82, 84, 87, 89, 92, 107, 110, 166, 183, 186, 187, 199, 240, 250, 253, 255, 259, 260, 264, 

271, 274, 280, 298, 320, 324, 333] и другие. Выполненный анализ существующих научных 

работ достоверно показал, что в настоящее время, решению задач механики разрушения 

для материалов, чьи механические характеристики проявляют зависимость от компо-

нентного состава тензора напряжений, уделено недостаточно внимания, как в теоретиче-

ских исследованиях, так и в плане применения их на практике. 

Целью диссертационной работы является разработка, в рамках единого под-

хода, теории деформирования и прочности, а также практического исследователь-

ского инструментария для изучения напряженно-деформируемого состояния, фор-

мирующегося при использовании материалов, обладающих зависимостью физико-

механических характеристик от напряженного состояния, с учётом повреждаемо-

сти, воздействия химически активных эксплуатационных сред и температуры. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

- выявить результаты экспериментов, подтверждающих проявление значимых 

нелинейных зависимостей, характеризующих изменение механических свойств 

изотропных материалов, чьи механические свойства зависят от напряженного со-

стояния, под воздействием химически активных сред и температуры; 
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- разработать единый, достаточно универсальный для решения практических за-

дач, подход к моделированию НДС пространственных конструкций, когда в их составе 

присутствуют несущие элементы из значимо нелинейных начально-изотропных мате-

риалов со свойствами, зависящими от компонентного состава тензора напряжений и 

подверженных повреждаемости, воздействию эксплуатационных сред; 

- используя нелинейные определяющие соотношения термоупругости и потен-

циалы деформаций А.А. Трещёва – Н.М. Матченко, а также подход, связанный с 

использованием нормированных пространств напряжений, разработать модель ре-

шения задач связанной термоупругости для исследуемого класса материалов; 

- разработать механико-математическую модель поведения пространственных 

конструкций, допускающих представление в виде совокупности плоских элемен-

тов, опирающуюся на теорию пластин и оболочек средней толщины, имеющую воз-

можность учёта воздействия химически активной среды, в рамках оптимальной 

формы потенциала деформаций, с использованием гибридной формулировки ме-

тода конечных элементов (МКЭ); 

- сформулировать разрешающую систему уравнений МКЭ для модификации 

трёхмерного конечного элемента в форме тетраэдра, разработав алгоритм примене-

ния данного конечного элемента для расчётов систем типа сооружение-основание, 

в рамках единого подхода к моделированию конструкций из нелинейных начально-

изотропных материалов со свойствами, зависимыми от напряженного состояния; 

- разработать алгоритм решения задач механики разрушения для тонких пла-

стинок, выполненных из изотропного нелинейного материала, с различными ти-

пами дефектов в виде трещин; 

- провести тестирование и апробацию разработанных алгоритмов и моделей, 

путём решения практических задач по расчёту различных типов конструкций и их 

элементов в физически нелинейной постановке c учётом воздействия различных 

физических факторов: 

  решить ряд задач по деформированию оболочек различной конфигура-

ции, в том числе с учётом термомеханического воздействия;  



 - 12 -  

  построить числовую модель для решения задачи о давлении жёсткого 

штампа на деформируемое многослойное основание с учётом дилатации, и 

провести расчёт высотного здания на этом основании, по своей сути являюще-

гося частным случаем призматической оболочки; 

  выполнить расчётное моделирование железобетонных плит, которые 

покрыты слоем полимербетона, выполняющим функцию защиты от активно-

сти хлоридсодержащей среды;  

  решить задачу механики разрушения для полубесконечной пластины с 

трещинами нормального разрыва и сдвига. 

Научная новизна диссертационной работы состоит в следующем: 

- предложен новый единый подход к моделированию напряжённо-деформиро-

ванного состояния пространственных конструкций из существенно нелинейных 

начально-изотропных материалов, чьи механические характеристики проявляют 

значимую зависимость от вида напряжённого состояния; 

- впервые, в рамках применения методики нормированных пространств напря-

жений, решена задача механики разрушения для полубесконечной пластины, име-

ющей повреждения в виде трещин (нормального разрыва и сдвига), и выполненной 

из нелинейного, начально-изотропного материала, свойства которого зависимы от 

напряженного состояния; 

- на основе универсальных определяющих соотношений для начально-изо-

тропных материалов получено новое теоретическое описание механического пове-

дения различных грунтов; 

- с применением единого подхода, решена проблема учёта как механической 

повреждённости, так и потери несущей способности (деградации), вследствие воз-

действия температуры и химически активной среды; 

- на базе предложенного единого подхода, с использованием МКЭ, выполнена 

программная реализация новой механико-математической модели, которая постро-

ена в рамках теории связанной термоупругости для нелинейных изотропных мате-

риалов, свойства которых, зависят от компонентного состава тензора напряжений в 

точке среды; 
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- впервые сформулирована механико-математическая модель многослойных 

армированных плит, материал которых принадлежит классу нелинейных разносо-

противляющихся, склонных к повреждаемости в форме образования трещин (несу-

щие слои) и деградации (защитный слой в условиях присутствия химически актив-

ной среды), с применением новой модификации плоского многослойного гибрид-

ного конечного элемента; 

- в рамках единого подхода к численному моделированию механического по-

ведения строительных конструкций, предложена новая эффективная модель упру-

гопластического деформирования здания на многослойном деформируемом осно-

вании с учётом повреждаемости материала несущих конструкций; 

- получены новые результаты расчётов, демонстрирующие значимые количе-

ственные и качественные эффекты, проявляющиеся при численном моделировании 

конструкций и их элементов из физически нелинейных начально-изотропных мате-

риалов, в том числе при наличии химически активной эксплуатационной среды, 

температурных воздействий, а также совместной работы с многослойным нели-

нейно деформируемым основанием. 

Теоретическая и практическая значимость. Предложены новые механико-

математические модели, которые обеспечены разработанной программной средой, 

реализующей высокоэффективные вычислительные методы. В числе разработок 

представлены модели и методы, позволяющие:  

- с использованием новых эффективных модификаций конечных элементов по-

лучать характеристики НДС комбинированных систем, состоящих из здания и де-

формируемого основания, с учётом повреждаемости в форме трещинообразования, 

зависимости свойств материалов от компонентного состава тензора напряжений, 

появления пластических деформаций в армирующих элементах;  

- обеспечивать решение широкого спектра задач связанной термоупругости 

для элементов конструкций из композиционных материалов со свойствами, зависи-

мыми от компонентного состава тензора напряжений, с применением изопарамет-

рических объёмных конечных элементов; 
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- решение задач механики разрушения для материалов, чьи свойства суще-

ственно зависят от вида напряженного состояния;  

- исследовать напряжённо-деформированное состояние элементов строитель-

ных конструкций с защитным слоем, подвергающихся воздействию химически ак-

тивных сред, с учётом деградации материала. 

Созданная механико-математическая модель доведена до уровня прикладного 

инструмента, позволяющего получать числовые массивы данных, характеризую-

щих НДС конкретных расчётных схем. На основе единого подхода к описанию ме-

ханического поведения нелинейных начально-изотропных материалов и поврежда-

емости различной природы, использование этой модели делает доступным прогно-

зирование деформационных и теплофизических характеристик материалов и кон-

струкций. Разработанный исследовательский инструментарий предоставляет воз-

можность дополнить и уточнить основные положения расчётных методик для кон-

струкций из материалов, свойства которых проявляют чувствительность к виду 

напряженного состояния, повысить качество и безопасность проектирования, опти-

мизировать экономическую составляющую проектов. 

Методики расчёта конструкций, предложенные в диссертационном исследова-

нии, внедрены в проектную и расчётную практику ООО «Строительное проектиро-

вание» (г. Тула). 

Результаты выполненной работы присутствуют и активно используются в дис-

циплинах магистратуры кафедры «Строительство, строительные материалы и кон-

струкции» Тульского государственного университета, которая является выпускаю-

щей (направление подготовки 08.04.01 – Строительство, профиль «Теория и проек-

тирование зданий и сооружений»). Конкретными дисциплинами, где используются 

материалы диссертационного исследования, являются: «Методы решения краевых 

задач механики деформируемого твёрдого тела», «Механика композитных матери-

алов», «Теория деформирования дилатирующих материалов», «Теория деформиро-

вания и прочности разносопротивляющихся материалов», «Вариационные методы 

в механике деформируемого твёрдого тела». 
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Методология и методы исследования. Методологической базой для иссле-

дования стали известные принципы моделирования строительной механики, меха-

ники деформированного твёрдого тела и вычислительной механики. Принципы и 

методы математического моделирования были использованы при решении краевых 

задач с целью получения числовых массивов данных, прогнозирующих поведение 

несущих элементов и конструкций в целом. Важнейшей составляющей методоло-

гии исследования стали вариационные формулировки, положенные в основу при-

менения методов вычислительной механики, в частности МКЭ. При решении не-

линейных задач применялись варианты метода последовательных нагружений и 

метода переменных параметров упругости. 

Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие поло-

жения и результаты: 

- универсальный практический подход к расчётному моделированию кон-

струкций и их элементов из значимо нелинейных начально-изотропных материалов 

с механическими характеристиками, зависящими от компонентного состава тен-

зора напряжений; 

- модель учёта механической повреждаемости и потери несущей способности, 

вследствие воздействия химически активной среды, математическая формулировка 

для соответствующего плоского гибридного треугольного многослойного конеч-

ного элемента; 

- теоретическое описание механического поведения деформируемого основа-

ния на основе универсальных определяющих соотношений для нелинейных изо-

тропных материалов с механическими свойствами, зависящими от компонентного 

состава тензора напряжений, а также разработка модифицированного изопарамет-

рического объёмного конечного элемента, использованного при моделировании 

комбинированных систем «здание-основание»; 

- механико-математическая модель связанной термоупругости для значимо не-

линейных изотропных материалов, свойства которых зависят компонентного со-

става тензора напряжений в точке среды несущего элемента, и программное 
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обеспечение для получения массивов значений характеристик НДС элементов, опи-

санных разработанной моделью; 

- результаты расчётного моделирования задач механики разрушения для тон-

ких полубесконечных пластин с дефектами-трещинами разного вида из материала 

со «усложненными» свойствами; 

- результаты вычислительных экспериментов по определению НДС элементов 

и конструкций в целом, анализ которых подтвердил наличие новых оценок уровня 

влияния химически активных эксплуатационных сред, температурных воздействий 

и механической нагрузки на объекты расчётного моделирования. 

Основные результаты, достигнутые в диссертационном исследовании, соот-

ветствует паспорту научной специальности 2.1.9. Строительная механика, по 

направлениям исследований: 

- п. 1. Общие принципы расчёта зданий, сооружений и их элементов на всех 

этапах жизненного цикла; 

- п. 2. Линейная и нелинейная механика конструкций, зданий и сооружений, 

разработка физико-математических моделей их расчёта; 

- п. 4. Численные и численно-аналитические методы расчёта зданий, сооруже-

ний и их элементов на прочность, жёсткость, устойчивость при статических, дина-

мических, температурных нагрузках и других воздействиях. 

Достоверность представленных в исследовании положений и выводов 

подтверждается: 

- использованием системы гипотез и теоретических моделей, входящих в 

число базовых для строительной механики, механики деформируемого твёрдого 

тела и вычислительной механики;  

- включением в доказательную основу выводов экспериментальных данных и обле-

чённых в математическую форму соотношений, которые уже признаны обоснованными;  

- применением получивших широкое распространение численных методов в 

модифицированной, но соответствующей теоретическим положениям форме 

(МКЭ, метода конечных разностей и других);  
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- получением с заданной погрешностью числовых моделей НДС простран-

ственных конструкций и их элементов в различных задачах под контролем досто-

верных экспериментальных данных.  

Разработанный практический инструментарий использует разработанные ав-

торские модификации КЭ в гибридной формулировке, реализованные в зарегистри-

рованном расчётном комплексе, что дает возможность получения сходящихся ре-

шений с управляемой погрешностью. 

Внедрение результатов работы. Разработанные вычислительные алгоритмы, 

воплощены в расчётную программную среду, получено 3 свидетельства о государ-

ственной регистрации программ для ЭВМ: 

- 2021661108, 06.07.2021 (заявка № 2021619761 от 21.06.2021); 

- 2022617259, 19.04.2022 (заявка № 2022616634 от 12.04.2022); 

- 2022617551, 22.04.2022 (заявка № 2022616501 от 12.04.2022). 

Автор принимал участие в работах по выполнению: 

- госбюджетных тематик № 07-16 «Разработка технологий новых строитель-

ных материалов и теорий расчёта конструкций» (2016–2020 гг.) и № 01-21 «Форми-

рование структуры, разработка технологий современных строительных материалов 

и математических моделей расчёта конструкций» (2021–2025 гг.);  

- договоров с ПАО РКК «Энергия» № 341801 и № 341802 (2018 г.); 

- научно-исследовательских работ по гранту губернатора Тульской области 

№ 13-2008 от 16.01.2009 и гранту Правительства Тульской области (в соответствии 

с договором № ДС/284 от 25.10.2021). 

Теоретические положения и примеры расчётного анализа, полученные авто-

ром, вошли в содержание учебных дисциплин, включённых в программу подго-

товки магистров профиля «Теория и проектирование зданий и сооружений» в рам-

ках направления 08.04.01 – Строительство.  

Апробация работы. Получаемые в процессе работы над диссертацией теоре-

тические и практические результаты систематически выносились на обсуждение 

научной общественности в ходе ряда российских и международных конференций: 
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- XXXII Всероссийской научно-технической конференции: «Актуальные про-

блемы современного строительства» (2003 г., г. Пенза); 

- Всероссийской научной конференции «Математическое моделирование и 

краевые задачи» (2004., г. Самара); 

- Международной научно-технической конференции «Композиционные стро-

ительные материалы. Теория и практика» (2007 г., г. Пенза); 

- Международной конференции «Актуальные проблемы прикладной матема-

тики, информатики и механики» (2009 г., г. Воронеж); 

- VII Международной конференции студентов, аспирантов и молодых учёных 

(2012 г., г. Пенза); 

- Международной научно-методической конференции, посвящённой 100-ле-

тию со дня рождения В.Н. Байкова «Железобетонные конструкции: Исследования, 

проектирование, методика преподавания» (2012 г., г. Москва); 

- Международной конференции «Фундаментальные проблемы механики де-

формируемого твёрдого тела, математического моделирования и информационных 

технологий» (2013 г., г. Чебоксары); 

- Международной научной конференции «Современные проблемы матема-

тики, механики, информатики» (2008, 2013, 2014 гг., г. Тула); 

- Международной конференции «Современные проблемы расчёта железобе-

тонных конструкций, зданий и сооружений на аварийные воздействия» 

(2016 г., г. Москва); 

- Всероссийской научно-практической конференции «Роль опорного вуза в 

развитии транспортно-энергетического комплекса Саратовской области (ТРАНС-

ЭНЕРГОКОМ-2018)» (2018 г., г. Саратов); 

- Международной научно-практической конференции, посвящённой 150-ле-

тию со дня рождения профессора, автора методики расчёта железобетонных кон-

струкций по стадии разрушения, основоположника советской научной школы тео-

рии железобетона, основателя и первого заведующего кафедрой железобетонных 

конструкций Московского инженерно-строительного института (МИСИ) 
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А.Ф. Лолейта (Лолейтовские чтения-150) «Современные методы расчёта железобе-

тонных и каменных конструкций по предельным состояниям» (2018 г., г. Москва); 

- 5-й Международной научно-практической конференции Института архитек-

туры, строительства и транспорта (2018 г., г. Тамбов); 

- научно-технической конференции с иностранным участием «Нелинейная ме-

ханика грунтов и численные методы расчётов в геотехнике и фундаментостроении» 

(2019 г., г. Воронеж); 

- конференции с международным участием «Современные вопросы механики 

сплошных сред – 2019» (2019 г., г. Чебоксары); 

- Международной научно-технической конференции «Актуальные проблемы 

строительства и строительной индустрии» (2001–2022 гг., Тула); 

- 11-й, 13–16-й, 18-й Международной конференции по проблемам горной про-

мышленности, строительства и энергетики «Социально-экономические и экологи-

ческие проблемы горной промышленности, строительства и энергетики» (2015, 

2017–2020, 2022 гг., г. Тула); 

- XVIII Международной конференции, посвящённой 100-летию со дня рожде-

ния профессоров Б. М. Бредихина, В. И. Нечаева и С. Б. Стечкина «Алгебра, теория 

чисел и дискретная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы 

истории» (2020 г., г. Тула). 

Содержание выполненных на научных форумах докладов опубликовано в 

виде полнотекстовых материалов и тезисов. 

В полном объёме диссертация докладывалась на научных семинарах: 

- Тульского государственного университета им. Л.А. Толоконникова (2022 г., 

г.  Тула);  

- Воронежского государственного технического университета (2022 г., г. Воронеж);  

- НИУ МГСУ (2022 г., г. Москва). 

Структура, объём и содержание работы. Диссертация состоит из пяти глав, 

заключения, списка цитируемой литературы из 334 наименований, включая работы 

автора, приложений. Общий объём диссертации составляет 393 страницы, включая 

187 рисунков и 15 таблиц. 
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Во введении обоснована актуальность проблемы и выбор направления иссле-

дования, сформулированы цели и задачи, основные положения, приведена краткая 

аннотация всех глав работы. 

Первая глава состоит из шести разделов. Представлен расширенный обзор лите-

ратуры по проблеме теории деформирования и прочности, а также разработке практиче-

ского инструментария для расчётного моделирования пространственных комбинирован-

ных конструкций, включающих в себя несущие элементы из нелинейных материалов, 

свойства которых зависимы от компонентного состава тензора напряжений, с учётом по-

лучаемых механических повреждений и изменения физико-механических свойств под 

действием активных эксплуатационных сред. 

Во второй главе анализируется возможность применения различных форм по-

тенциала деформаций Матченко-Трещёва для получения определяющих соотноше-

ний, которые описывают поведение начально-изотропного, нелинейного разносо-

противляющегося материала. Обоснован выбор оптимального представления по-

тенциала деформаций, в форме W1, построенного в рамках методики нормирован-

ных пространств напряжений. Применяя систему гипотез, принятых при построе-

нии квазилинейных соотношений термоупругости и нелинейных потенциалов де-

формаций, формулируются две формы термодинамического потенциала Гиббса для 

значимо нелинейных разносопротивляющихся материалов. 

В третьей главе формулируется методика решения задач механики разруше-

ния отдельных элементов конструкций из материалов, свойства которых зависимы 

от компонентного состава тензора напряжений и имеющих различные значения ме-

ханических характеристик на растяжение-сжатие. 

Исходя из гипотезы о распространении трещины, как причине разрушения несу-

щего элемента строительной конструкции, и структуре процесса, который развивается 

при активизации её расширения, слияния с другими, образования микро-, а затем и мак-

ротрещин, актуализируется задача механики разрушения для несущих элементов из не-

линейных материалов (разномодульного и разносопротивляющегося). 

Используя возможности потенциала в оптимальной форме W1, формулируются 

уравнения для плоского напряжённого состояния, которые применяются для решения 
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задач по исследованию процессов деформирования пластин с заданными дефектами 

в виде трещин определенного вида, при учёте зависимости механических свойств ма-

териала от напряженного состояния. Для апробирования созданной теоретической мо-

дели выбраны задачи представленные в известных работах А.В. Березина: 

- задача об исследовании НДС пластинки конечной ширины с бесконечной 

длиной и дефектом-трещиной, которая получила наименование «трещина попереч-

ного сдвига со свободными от усилий берегами» и рассматривалась в осесиммет-

ричной постановке; 

- задачи об исследовании осесимметричного плоского НДС тонкой пластинки 

конечной ширины и бесконечной длины при наличии дефекта-трещины, получив-

шей наименование «трещины нормального разрыва». 

В четвертой главе диссертации приведена процедура формирования уравне-

ний МКЭ для треугольного плоского гибридного многослойного конечного эле-

мента с 3-я узлами и 5-ю степенями свободы в узле, применяемого для моделиро-

вания элементов конструкций, допускающих их представление в виде совокупно-

сти плоских элементов, с учётом особенностей механической работы композитных 

материалов, таких как железобетон. Рассмотрены дополнительные технические ги-

потезы и способы моделирования фиктивных слоёв в конечном элементе для учёта 

механической неоднородности по толщине. 

Также, в данной главе, получена матрица жёсткости объёмного конечного эле-

мента, который имеет форму тетраэдра, узлы дискретизации которого наделены 

тремя поступательными степенями свободы в глобальной системе координат. От-

личительным свойством этого конечного элемента является его изопараметрич-

ность. Этот конечный элемент используется для моделирования массивных объек-

тов, таких как деформируемое грунтовое основание, пластины и оболочки, которые 

нельзя отнести к классу тонких или средней толщины. Рассмотрено его применение 

для ряда задач разной природы воздействий и уровня сложности: 

- решены некоторые задачи по деформированию оболочек различной геомет-

рической конфигурации из разносопротивляющегося материалов в условиях только 

механического нагружения; 
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- решена задача расчётного моделирования давления штампа на многослойное 

деформируемое полупространство; 

- решена задача об определении НДС здания, работающего совместно с дефор-

мируемым многослойным основанием. 

В пятом разделе анализируются возможности решения связанных задач тер-

моупругости на базе применения численного метода (МКЭ) для материалов, прояв-

ляющих зависимость механических свойств от напряженного состояния. Для этого 

проводится детальное рассмотрение содержательного смысла компонентов матрич-

ной формы разрешающей системы уравнений МКЭ. Акцентируется внимание на 

матрицах, описывающих нелинейную разносопротивляемость и зависимость коэф-

фициентов линейного температурного расширения от компонентного состава тен-

зора напряжений. Приводится блок-схема пошагово-итерационного алгоритма рас-

чётного моделирования конструкции по деформированной схеме. Рассматриваются 

варианты граничных и начальных условий, которые могут быть использованы для 

получения вычислительных моделей расчёта НДС. В том числе – массивы темпе-

ратурных полей сферических оболочек и оболочек положительной гауссовой кри-

визны, которые имеют в плане форму прямоугольника. 

Тестируется применение модели, которая способна учитывать слоистую 

структуру несущих элементов типа «плита», когда свойства слоёв кардинально раз-

личаются своим назначением и поведением: 

- несущие слои бетона армированы, учитывается нелинейное поведение бе-

тона, наведённая анизотропия, повреждаемость (трещинообразование), пластиче-

ские деформации в арматуре; 

- защитный неармированный слой полимербетона способен взаимодействовать с 

химически активной средой, которая представлена хлоридным соединением (NaCl). 

Численное моделирование механической работы плит, представленных примерами 

из экспериментов Г. Баха и О. Графа, В. Гелера и Х. Амоса, на основе предлагаемой в 

исследовании теоретической модели, показало её корректность и адекватность. 

В заключении обобщены важнейшие результаты и сформулированы выводы, 

полученные на основе проведённых исследований. 
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В приложениях приведены дополнительные материалы, иллюстрирующие 

особенности решения задач, а также документы, подтверждающие вклад автора в 

практическую реализацию разработанных им теоретических положений и про-

грамм, в том числе свидетельства о регистрации программ для ЭВМ и справка о 

внедрении результатов диссертационной работы. 

Публикации. Тема диссертационной работы и её содержательное наполнение 

отражено в 65 опубликованных работах, среди которых, 5 статей опубликованы в 

изданиях, индексируемых в международных базах данных Web of Science и Scopus, 

24 статьи в рекомендуемых изданиях ВАК Минобрнауки РФ, кроме того, опублико-

вана 1 монография по теме диссертационной работы и получены 3 свидетельства о 

государственной регистрации программ для ЭВМ. 

Личный вклад автора заключается в определении актуальности темы дис-

сертации, в постановке цели, задач, стратегии и программы исследований, создании 

схем основных вычислительных экспериментов, подборе оптимальных расчётных 

методик, анализе и обработке полученных результатов, написании диссертации, 

формулировке выводов и положений, выносимых на защиту, написании программ 

для ЭВМ, внедрении полученных результатов в практику использования, а также 

публикации всех разработок в научных изданиях. Автором диссертационного ис-

следования разработан универсальный подход и практический инструментарий для 

исследования проблемы деформирования пространственных комбинированных 

конструкций с учётом повреждаемости и воздействия эксплуатационных сред. 

Соавторы не возражают против использования соискателем совместных работ. 

Личный вклад Теличко В.Г. в полученных результатах составляет не менее 75%. 

Основные печатные работы по теме диссертации [16, 62, 64, 146, 147, 174–187, 199, 

218–233, 320, 328–330, 332, 333]. 
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1 АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР 

1.1 Варианты моделирования 

разносопротивляемости конструкционных материалов 

Начало теоретического осмысления механических свойств материалов, зависи-

мых от компонентного состава тензора напряжений, можно отнести к середине XIX 

века, к периоду, когда C.O. Mohr сформулировал первую известную теорию прочно-

сти [6, 15, 53]. Она, однако, ещё не содержала гипотезы о наличии критического со-

стояния. Его подход устанавливал некоторую зависимость прочностных свойств ма-

териала от вида его напряжённого состояния, которое в современных теориях тракту-

ется как компонентный состав тензора напряжений. В теории Мора характеристиками 

напряжённого состояния являются касательное и нормальное напряжения, но каса-

тельное имеет максимальное значение, а нормальное – сопутствующее. При этом оба 

напряжения возникают на одной и той же площадке [5, 120]. 

Разносопротивляемость материалов обратила на себя внимание в России тру-

дами С.П. Тимошенко в работе [189, 190]. Он первым предложил алгоритм вычис-

лений изгибной жёсткости для балки из разномодульного материала. В дальней-

шем направление исследований, явления разносопротивляемости и сопутствую-

щих эффектов, разделилось на три ветви. Детальный анализ содержания соответ-

ствующих работ выполнен в [10, 94, 113, 117–119, 174]. 

С.А. Амбарцумян и А.А. Хачатрян в работах [5–9, 242] предложили кусочно-

линейные зависимости для связи главных напряжений и главных деформаций ис-

пользуя теорию малых упругих деформаций. Применение этих соотношений ста-

новилось возможным при условии заранее известного в каждой точке тела распре-

деления знаков главных напряжений [94, 117–119, 174]. 

М.С. Саркисян приводит два варианта определяющих соотношений для кон-

кретизации такой же связи [161]: совпадающий с предложением С.А. Амбарцумяна 

и А.А. Хачатряна и с усложнённым видом констант из работ [5–9, 242]. Такие же 

результаты содержатся в работах Р.Е. Мкртчана [121, 122, 161]. 

Развитие направления по использованию кусочно-линейного представления 

закона связи главных напряжений и деформаций продолжилось работами 
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F.Tabaddor [321, 322], Б.М. Пахомова [142], Г.В. Бригадирова и Н.М. Матченко, 

В.М. Логунова [32, 33], А.П. Авхимкова [1], R.M. Jones и D.A.R. Nelson [292–298], 

В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова и А.Ф. Макеева [55, 106, 107, 143–145], 

П.Н. Ельчанинова и М.И. Климова, А.И. Альбакасова [67, 68], Г.С. Шапиро [254], 

Б.В. Пономарева [154, 155], C.W. Bert и J.N. Reddy [272–275, 313–315] и других 

известных исследователей. 

Все вышеперечисленные результаты могут быть отнесены к первому направле-

нию новейших исследований [118]. Результаты работ, выполненных в этом направле-

нии, опираются на зависимость жёсткости материала от одноосных или осреднённых 

растяжений и сжатий. Влияние других видов напряжённого состояния отсутствует, от-

куда и возникло ограничение на модели этого направления исследований. 

Вторая группа моделей использует различия в жёсткости материала, опираясь на 

большее разнообразие учитываемых компонентов тензора напряжений при формиро-

вании определяющих соотношений. Например, изменение механических свойств мате-

риалов, чьи свойства значимо зависят от НДС, аргументом имеет фазу напряжений или 

деформаций. Фазовый инвариант тензора напряжений в качестве аргумента функции 

изменения жёсткости материалов, свойства которых зависимы от компонентного со-

става тензора напряжений, предложен в работах Л.А. Толоконникова и Н.М. Матченко 

[114–116]. Ю.И. Цвелодуб продолжил исследования в том же направлении и создал бо-

лее общую независимую модель [244, 245]. Другие модели этой группы определяющих 

соотношений были предложены в работах Н.Г. Тамурова и Г.В. Туровцева [171–173], 

Е.В. Ломакина и Ю.Н. Работнова [98–101, 104], Д.А. Гаврилова [43, 44], А.В. Березина 

и В.И. Строкова [24, 25, 28], В.М. Панфёрова [139, 140], А.А. Золочевского [75, 76], В.П. 

Мясникова и А.И. Олейникова [127]. 

Третья группа определяющих соотношений вводит в модели понятие дилата-

ции, определяя этим термином эффект разрыхления материала, который также ис-

пользуется в качестве аргумента функции изменения жёсткости несущего элемента 

из материала, обладающего соответствующим качеством [118, 174]. По форме 

учёта дилатации, в механико-математических моделях, функции дилатации пред-

ставляют собой обобщение физических законов теории малых упругопластических 
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деформаций и нелинейной теории упругости. Понятно, что состав семейства дила-

тирующих материалов, особенно применяемых для строительных конструкций, 

сравнительно невелик. Но в то же время, среди таких материалов находятся бетоны, 

чугуны и грунты. Поэтому модели, использующие дилатационные зависимости, 

представляют практический интерес. 

Такие модели содержатся в работах Д.Л. Быкова [35], С.С. Вялова [41, 42], 

В.И. Кудашова и В.П. Устинова [92], А.И. Козачевского [89], В.Д. Бертяева 

и Л.А. Толоконникова [28], В.А. Стеценко [93], В.В. Новожилова [130], Н.Н. Малинина 

[108, 109], Б.И. Ковальчука [118, 119], Л.А. Зиборова, В.М. Логунова, Н.М. Матченко 

[11, 33, 118], С.А. Кузнецова [94], Е.В. Ломакина [100] и других учёных. 

А.А. Трещёв и Н.М. Матченко предложили ввести в функции изменения ме-

ханических свойств материалов, в качестве аргумента, фазу напряжений [112, 113, 

118, 119]. Своё предложение авторы оформили в виде вариантов потенциала де-

формаций, имеющих следующие формы [118, 174]: 
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Экспериментальных диаграммы деформирования были использованы в по-

тенциалах 
1W , 

2W ,
3W  [118, 119, 174, 197] для получения числовых моделей НДС 

несущих элементов из материалов, подверженных эффекту дилатации. Сравнение 

результатов позволило авторам утверждать следующее: 

- потенциал 
3W  не соответствует экспериментальным диаграммам деформи-

рования при сложных видах напряжённого состояния [118, 174]; 

- потенциал 
2W , с достаточной для практики точностью, представляет механиче-

скую работу графитов АРВ, ВПП и чугуна СЧ 15-32, но даёт ощутимую погрешность (до 

17%) для тяжёлых бетонов [118]; 

- потенциал 
1W  позволяет распространить вывод предыдущего пункта на тяжё-

лые бетоны и на все участвовавшие в эксперименте материалы [118, 119, 174]. 

Результаты проведенных сравнений позволяют оценить потенциал 
1W  в ка-

честве наиболее универсального и способного эффективно описывать упругопла-

стическую работу бетона и других нелинейных материалов [16, 62, 64, 174, 182]. 

1.2 Проектирование и расчёт конструкций из железобетона 

Нормативное управление строительством в России имеет давнюю историю. 

Ещё в XI веке действовал так называемый «Строительный устав», содержащий не-

которые обязательные требования к строительным работам. А 1908 г. ознамено-

вался вступлением в силу документа «Технические условия для железобетонных 

сооружений», который формулировал основные положения по расчёту, основан-

ные на методе «допускаемых напряжений» [39, 83]. Тем самым, было положено 

начало, непрерывному процессу совершенствования государственного механизма 

управления безопасностью строительства зданий и сооружений. 

В ходе этого процесса конец 20-х г. XX века отмечен выпуском сборника норма-

тивных документов под общим названием «Свод производственных строительных 

норм». В развитие этого свода норм, в 1931 г. были введены «Единые нормы выработки 

и расценки на строительные работы», требования которых соответствовали уровню 

развития строительной отрасли того периода. Период с 1930–1940 гг. прошлого века 

характеризуется детализацией ведомственных норм, в ходе которой создавались 
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нормативы по проектированию конструкций из железобетона. Но, уже после 1945 г., 

началась деятельность по созданию единого нормативного документа. 

Совершенствование нормативной базы сопровождало развитие теории и прак-

тики строительного дела. Так в 1932 г. был предложен новый метод расчёта железо-

бетонных конструкций, базирующихся на понятии предельной стадии. Первона-

чально такая стадия определялась по несущей способности в форме стадии разруше-

ния (проф. А.Ф. Лолейт [46, 174]). Этот подход был дополнен исследованиями акаде-

мика А.А. Гвоздева [46–49], что к 1938 г. позволило разработать основополагающую 

методику расчёта по разрушающим усилиям и закрепить её в «Нормах и технических 

условиях проектирования железобетонных конструкций» (ОСТ 9003-38). Позднее, в 

1963 г. НИИ бетона и железобетона и ГИПРОТИС был разработан СНиП II-В.I-62 

«Бетонные и железобетонные конструкции. Нормы проектирования». Эти нормы учи-

тывали все передовые, на тот момент, теоретические и практические достижения в 

области возведения конструкций из железобетона. 

В 1970 г. был создан новый проект нормативной документации для расчёта и про-

ектирования конструкций под названием «СНиП II-21-75 «Бетонные и железобетонные 

конструкции. Нормы проектирования». Документ явился результатом дальнейшего со-

вершенствования методики расчёта и проектирования железобетонных конструкций, ко-

торая сопровождалась появлением новых видов бетона и арматуры [39, 83, 174]. 

СНиП II-21-75 действовал менее 10 лет, так как ускорение темпов развития прикладных 

исследований в области строительства потребовало его немедленного усовершенствова-

ния. Новый документ СНиП 2.03.01-84* фиксировал переход к международным едини-

цам измерения и вводил единые буквенные обозначения, используемые в математиче-

ском сопровождении методик расчёта конструкций [34]. 

Более двух десятилетий СНиП 2.03.01-84* являлся настольной книгой всех ис-

следователей и проектировщиков железобетонных конструкций. Многолетняя прак-

тика подтвердила, что методы расчёта, представленные в этом нормативном доку-

менте, позволяют получать надёжные решения при подборе сечений простых типов, 

таких как прямоугольные, тавровые и т.д.  

Несмотря на выявленные теорией и практикой недостатки, СНиП 2.03.01-84* 

был подтверждён многочисленными экспериментальными исследованиями 
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практически для всех видов НДС. Даже жёсткая привязка к типовым сечениям не ли-

шала возможности массового проектирования с использованием простых и эффектив-

ных конструктивных решений. 

Однако прогресс в строительной отрасли продолжался, что привело появлению 

ряда новых направлений развития строительства:  

- широкому внедрению индивидуального монолитного строительства из желе-

зобетона со сложными архитектурными формами и конструктивными решениями; 

- росту использования высокопрочных марок бетонов и арматуры; 

- совершенствованию технологий возведения зданий и сооружений; 

- учёту зарубежных норм проектирования, таких как Eurocode [39, 83, 174, 225] 

различных версий. 

Таким образом возникла необходимость очередной корректировки методик 

проектирования конструкций с несущими элементами из железобетона [174]. 

Работа бетона в составе несущих элементов строительных конструкций была 

уточнена в СНиП 52-01-2003 «Бетонные и железобетонные конструкции. Основные по-

ложения». Позже появилось два документа, которые были выделены их этого доку-

мента: СП 52-101-2003 «Бетонные и железобетонные конструкции без предваритель-

ного напряжения арматуры» и СП 52-102-2003 «Предварительно напряжённые желе-

зобетонные конструкции». Нормативы [167, 168] в отношении железобетонных эле-

ментов продолжили своё обновление и совершенствование вплоть до настоящего вре-

мени, когда вступили в действие строительные правила СП 63.13330.2018 «Бетонные и 

железобетонные конструкции. Основные положения». 

Современные нормы содержат положения расчёта по нормальным сечениям 

для двух групп предельных состояний. Расчёт выполняется на базе диаграмм σ – ε 

и гипотезы плоских сечений. Для общего случая расчёта нормальных сечений, при 

наличии армирования, был разработан расчётный метод на основе криволинейных 

(нелинейных) диаграмм состояния бетона и арматуры. В документе закреплены и 

другие современные достижения строительной механики и механики конструкций, 

в том числе – которые требуют применения автоматизированных вычислительных 

сред, входящих в состав САПР (автоматизированные системы проектирования).  
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Поскольку СНиП 2.03.01-84* прошёл длительную экспериментальную про-

верку, а также подтвердил надёжность принимаемых по нему проектных решений, 

то результаты расчётов по этому документу были приняты в качестве контрольных 

для выявления возможных отклонений расчётов по СП 63.13330. 

В 2016 г. была принята новая редакция СП 22.13330 «Основания зданий и 

сооружений», разработанная НИИОСП им. Н.М. Герсеванова и институтом АО 

НИЦ «Строительство». Этот документ чётко регламентирует требования к проек-

тированию зданий и сооружений, в том числе – на грунтовых основаниях. В нём 

также закреплены такие понятия, как геотехнический прогноз и геотехнические мо-

дели с двойным упрочнением [167]. 

1.2.1 Основные современные подходы 

к моделированию процессов деформирования бетонов 

По имеющейся статистике железобетон является наиболее часто применяемым 

материалом для возведения сложных ответственных сооружений и зданий различного 

функционального профиля в гражданском и промышленном строительстве. Этому 

способствует долговечность и высокая огнестойкость, производство высокопрочных 

марок бетона и сталей, значительное повышение технологичности процессов изготов-

ления и монтажа элементов ж/б конструкций. Расчёт конструкций из этого и других 

композитных материалов ведётся по двум группам предельных состояний. Предель-

ные состояния конструкции определяются верхними границами значений норматив-

ных критериев, превышение которых делает эксплуатацию строительного объекта 

опасной для людей, производства и/или не обеспечивает санитарно-гигиенические, 

функциональные и другие условия [14, 16, 21, 30]. Эти важнейшие критерии для лю-

бых типов конструкций, наряду с непрерывным ростом требований к качеству и по-

явление новых видов материалов, диктуют необходимость постоянного совершен-

ствования методов строительной механики, включая методы описания механического 

поведения материалов с учётом специфических определяющих соотношений. 

Железобетон представляет собой сложный композитный направленно арми-

рованный строительный материал, деформирование которого обеспечивается 
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совместной работой бетона и армирующих элементов. Бетон характеризуется спо-

собностью к повреждаемости в форме образования трещин, что ведёт к: 

- нарушению непрерывности сцепления между бетоном и арматурой и к про-

явлениям деформационной анизотропии;  

- увеличению объёма при трёхосном сжатии (эффект дилатации), что связано 

с нарушением его структуры;  

- нарушению структуры бетона при объёмном сжатии с проявлениями эф-

фекта дилатации;  

- возрастанию до значимых величин влияния температуры на характеристики 

бетона, определяющие его прочность;  

- проявлению значимых в оценках эффектов ползучести и усадки. 

Железобетонные несущие элементы демонстрируют эффекты, которые свя-

заны с их совместным (с арматурой) сопротивлением приложенным нагрузкам раз-

личного вида:  

- нагельный эффект, который является следствием «сброса» арматурой части 

своего осевого усилия в направлении, ортогональном оси, что является следствием 

скольжения берегов трещины;  

- эффект снижения несущей способности бетонных сечений вследствие их 

ослабления каналами арматуры и некоторые другие эффекты [82, 141, 168]. 

 

Рисунок 1.1 – Примеры диаграмм одноосного растяжения-сжатия бетона (по [83]):  

а – билинейная, б – трехлинейная, в – криволинейная; г –стальная арматура 
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Бетон является искусственным каменным материалом зернистой структуры, ко-

торый хорошо сопротивляется напряжённым состояниям, если не возникают растяги-

вающие напряжения. Их наличие такое сопротивление резко снижает [31]. 

Интенсивное развитие современной науки о материалах и новых технологиях 

позволяет получать высокопрочные бетоны, мало в чём уступающие сталям по 

прочности на сжатие. Но даже для таких бетонов, прочность и деформативность 

при напряжённых состояниях, связанных с растяжением, значимо ниже, чем при 

сжатии. Например, оценка сопротивления этих бетонов (и традиционных тяжёлых 

бетонов) при осевом растяжении оценивается в 15–18 раз ниже сопротивления осе-

вому сжатию. Поэтому из неармированного бетона изготавливают конструкции, 

которые работают преимущественно на сжимающие напряжения: фундаменты, 

стены и сваи [21, 141, 174]. 

 

Рисунок 1.2 – Вариант криволинейной диаграммы деформирования бетона 

при сжатии (а) и растяжении (б), рекомендованный по СП 63.13330 [168] 

Очевидно, что прочность и деформативность бетона значимо зависят от его 

структуры и наличия в ней дефектов – пористости и микротрещин. Структура «зре-

лого» бетона характеризуется высокой неоднородностью. Заполнители и цементная 

матрица значительно различаются по своим механическим свойствам. Поэтому при 

загружении образца бетона сжимающими напряжениями, в отсутствии растягиваю-

щих и касательных напряжений, его сопротивление значимо возрастает. Это объясня-

ется тем, что при сжатии поры закрываются, а эффективная площадь сечения бетона, 

воспринимающего действующие напряжения, значимо увеличивается [14, 39, 47]. 

При растяжении и сдвиге наоборот: технологические дефекты расширяются, вызывая 
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эффект, обратный сжатию. При этом характеристики жёсткости и прочности бетона 

зависят не только от знака одноосного напряжения, но и от компонентного состава 

тензора напряжений, которые присутствуют в конкретной точке [118, 119, 174]. 

Традиционно, в современных теориях прочности и деформирования бетонов 

ограничиваются экспериментально установленными диаграммами деформирова-

ния бетона при осевом сжатии и растяжении. При испытаниях образцов часто при-

нимаются во внимание участки диаграмм за границами монотонного возрастания 

напряжения и деформаций. Пересечение этих границ соответствует переходу за 

пределы прочности на сжатие или на растяжение. На таких участках продолжение 

роста деформаций сопровождается значимым снижением расчётных напряжений 

[40, 174], поэтому их принято называть ниспадающими ветвями [40, 79]. Ниспа-

дающие ветви диаграмм могут экспериментально обнаруживаться и в более слож-

ных случаях напряжённого состояния [174, 182], что является следствием возник-

новения повреждаемости в образцах. 

Появление ниспадающих ветвей, в экспериментальных исследованиях бетона 

можно объяснить условиями проведения испытаний. Дело в том, что автоматизация 

механических испытаний основана на контроле относительных или абсолютных де-

формаций. И это не зависит от уровня современности испытательного оборудования. 

Реально же существующие напряжения вычисляются, как правило, косвенными ме-

тодам. При этом порядок вычисления значений этих напряжений очевидным образом 

зависит от принимаемых к расчёту форм сечений образца, воспринимающих текущие 

силы нагружения, создаваемые испытательной установкой [86, 174]. Обычно, данные 

испытаний используются для вычисления условных напряжений по силе и начальной 

площади сечения образца. Именно такой подход порождает ниспадающую ветвь на 

экспериментально построенной зависимости напряжения-деформации [82, 86]. По-

добные диаграммы активно используются в моделях прочности, предлагаемых совре-

менными CAE системами [19, 20, 174]. Однако фактом является то, что достижение в 

процессе испытаний бетонного образца предела прочности насыщает его объём мел-

кими трещинами. Понятно, что появление пустот и наклонных плоскостей сдвига ве-

дёт к снижению сопротивления сечения прилагаемой нагрузке. Это означает, что 
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вычисление напряжений с учётом реальных параметров «поднимает» ниспадающую 

ветвь в положение, практически параллельное оси деформаций [39]. 

В большинстве принятых расчётных моделей пространственных железобе-

тонных конструкций деформационные свойства бетона оцениваются одноосными 

диаграммами с учётом ниспадающих ветвей. При этом совершенно неоправданно 

игнорируется зависимость деформационных свойств бетона от вида и количествен-

ных характеристик напряжённого состояния в конкретной точке материала, когда 

это состояние определяется не только осевым напряжением. Между тем, такая по-

становка задачи является более значимой, нежели анализ ниспадающих ветвей на 

экспериментальных диаграммах деформирования бетонов. Это тем более важно, 

что в армированном бетоне ниспадающие ветви значимо не проявляются [90, 174]. 

Имеющиеся экспериментальные данные достаточно однозначно демонстри-

руют зависимость деформационных и прочностных характеристик бетонов от ком-

понентного состава тензора напряжений при достаточно высоком уровне напряже-

ний и значимо нелинейном деформировании. Максимум такой зависимости меха-

нических характеристик бетона обнаруживается в области пластических деформа-

ций. Вместе с тем, для некоторых видов бетонов диаграммы деформирования, мо-

гут почти не показывать зависимости от вида напряжённого состояния. Среди бе-

тонов имеются и «промежуточные» типы, которые обнаруживают небольшую не-

линейность диаграмм и только при некоторых сочетаниях напряжений, резко уси-

ливая её в присутствии других. К группе с мягким проявлением нелинейности от-

носится, например, бетон, который характеризуется значением 33,91R− =  МПа 

при сжатии. В работе [118, 324] имеются результаты его испытаний, представлен-

ные в главных осях тензоров. Группу бетонов, которые демонстрируют разноха-

рактерную деформационную кривую, составили бетоны со значениями R = 32,04; 

28,4; 37,0 МПа, что зафиксировано в экспериментах [308, 324]. 

Предметно обсуждать количественные характеристики зависимости дефор-

мационных характеристик бетона от сочетания ненулевых компонентов тензора 

напряжений имеет смысл на базе диаграмм, которые обработаны с целью их пред-

ставления в системе инвариантов интенсивности напряжений и деформаций. Воз-

можен также вариант представления парной системой, включающей зависимости 
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«гидростатическое напряжение – изменение объёма» и «октаэдрическое касатель-

ное напряжение – октаэдрический сдвиг».  

Реализация описанного предложения позволит получить более точную 

оценку влияния компонентного состава тензора напряжений на характеристики бе-

тонов со значениями R = 33,91; 32,04 МПа. Методика построения аппроксимаций 

экспериментальных диаграмм в систему других координат изложена в [118, 119, 

174, 277, 325]. Так, координаты универсальных инвариантов деформаций ( ,  ) и 

напряжений ( ,  ) определены следующими соотношениями: 
ij ije =  – объёмная 

деформация, 
ij  – символы Кронекера; 

4

3
ij ij  =  – октаэдрический сдвиг; 

3

ij ij 
 =  – гидростатическое напряжение; 

3

ij ijS S
 =  – октаэдрическое касатель-

ное напряжение, 
ij ij ijS   = −  – девиатор тензора напряжений.  

Результаты представлены на рисунке 1.3 и рисунке 1.4. 

 

Рисунок 1.3 – Диаграммы деформирования  

при пропорциональном нагружении бетона R−
=33,91 МПа:

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1– : : 1:0 :0; 2 – : : 1:0 :0;

3 – : : 1: 0,5:0; 4 – : : 1: 1:0;

5 – : : 1: 0,05:0; 6 – : : 1: 0,25:0;

7 – : : 1: 0,5:0; 8 – : : 1: 1:0

     

     

     

     

= − = +

= − − = − −

= − + = − +

= + + = + +

 

На рисунке 1.3 представлены диаграммы: 1 – одноосное сжатие, 2 – одноос-

ное растяжение, 3–8 – плоское напряжённое состояние (главные напряжений в 
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вариантах соотношений: 
3( 0) : =  

1 2: 1: 0,5  = − − ; 
1 2: 1: 1;  = − −

1 2: 1:0,05;  = −  
1 2: 1:0,25;  = −  

1 2: 1:0,5;  =  
1 2: 1:1  = ).  

 

Рисунок 1.4 – Диаграммы деформирования  

при пропорциональном нагружении (бетон R−
 = 32,04 МПа): 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1– : : 1:0 :0; 2 – : : 1:0 :0;

3 – : : 1: 1:0; 4 – : : 1: 1:0;

5 – : : 1: 0,52 :0; 6 – : : 1: 0,103:0;

7 – : : 1: 0,55:0

     

     

     

  

= − = +

= − − = + +

= − − = − +

= + +

 

На рисунке 1.4 представлены кривые: 1 – одноосное сжатие, 2 –одноосное растя-

жение, 3–7 – плоское напряжённое состояние (главные напряжения в вариантах соот-

ношений: 
1 2: 1: 1;  = − −  

1 2: 1:1;  =  
1 2: 1: 0,52;  = − −  

1 2: 1:0,103;  = −  

1 2: 1:0,55  = . 

Под руководством академика А.А. Гвоздева в НИИЖБ была разработана ори-

гинальная методика замеров деформации [46–49] в трех главных направлениях. 

При этом в качестве реализованных видов напряжённого состояния бетонных 

призм использованы одномерные, плоские напряжённые и трёхосного сжатия.  

На рисунках 1.5–1.6 демонстрируются диаграммы деформирования бетона 

[47], которые перестроенные в координатах универсальных инвариантов. 

На рисунке 1.5 представлены кривые: 1 –одноосное растяжение, 2 – одноос-

ное сжатие, 3 – чистый сдвиг, 4–7 напряжённых состояний в вариантах соотноше-

ний главных напряжений: 
1 2 3: :     =  -1: -1: 0; 

1 2 3: :     =  -1: -0,52: -0,06; 

1 2 3: :     = -1:-1: -0,016; 
1 2 3: :     =  -1: -0,1: -0,1. 
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Рисунок 1.5 – Диаграммы деформирования  

при пропорциональном нагружении (бетон R =28,4 МПа): 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1– : : 1:0 :0; 2 – : : 1:0 :0; 3 – : : 1: 1:0;

4 – : : 1: 1:0;5 – : : 1: 0,52 : 0,06;

6 – : : 1: 1:0,016; 7 – : : 1: 0,1: 0,1

        

     

     

= + = − = − +

= − − = − − −

= − − = − − −

 

На рисунках 1.3–1.5 звёздочками обозначены диаграммы, для которых зна-

чения ординат горизонтальной оси приведены в скобках. 

 

Рисунок 1.6 – Диаграммы деформирования  

при пропорциональном нагружении (бетон R−=37 МПа): 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2

1 – : : 1:0 :0; 2 – : : 1: 0,08: 0,08;

3 – : : 1: 0,43: 0,08; 4 – : : 1: 1:0;

5 – : : 1: 0,12 : 0,03; 6 – : : 1: 0,03: 0,03;

7 – : : 1: 0,5 : 0,07; 8 – : : 1: 0,3: 0,08;

9 – : :

     

     

     

     

  

= − = − − −

= − − − = − −

= − − − = − − −

= − − − = − − −

3 1: 0,15: 0,09= − − −
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На рисунке 1.6 представлены кривые в вариантах соотношений главных 

напряжений: 
1 2 3: :     =  -1: -0,08: -0,08; 

1 2 3: :     =  -1: -0,43: -0,08; 

1 2 3: :     = -1:-1: 0; 
1 2 3: :     =  -1: -0,12: -0,03; 

1 2 3: :     =  -1: -0,03: -0,03; 

1 2 3: :     =  -1: -0,5: -0,07; 
1 2 3: :     =  -1: -0,3: -0,08; 

1 2 3: :     =  -1: -0,15: -0,09.  

На рисунках 1.3–1.5 звёздочками обозначены диаграммы, для которых значе-

ния ординат горизонтальной оси приведены в скобках. Увеличение масштаба 

напряжений и деформаций выполнено в одинаковых пропорциях с тем, чтобы не 

потерялась корректность оценки сложной разносопротивляемости бетона. 

Кроме бетонов, имеются и другие конструкционные материалы, которые прояв-

ляют зависимость своих физико-механических характеристик от компонентного со-

става тензора напряжений. В этот же класс можно отнести чугун СЧ15-32 [93, 265], 

который проявляет высокий уровень такой зависимости в области пластических дефор-

маций. Соответствующие характеристики наиболее полно проявляются на диаграммах, 

представленных в интенсивностях деформаций, как это сделано в работе [265]. 

Подобные проявления отмечены и в экспериментах пропорционального нагру-

жения стальных трубчатых образцов осевой силой и внутренним давлением [118, 264, 

265] при низкой температуре (около -150С), когда сталь среднеуглеродистая.  

Эти же явления характерны для фторопласта-4, что выявлено в работах [66, 

119], описывающих результаты пропорционального нагружения. Отметим, что для 

фторопласта и чугуна при тех же условиях эксперимента зависимости 
i ie −  от состава 

ненулевых компонентов тензора напряжений имеют форму, как у среднеуглеродистой 

стали. Однако диаграммы фторопласта всё же имеют отличия, которые заключаются в 

заметно меньшей длине линейного участка. 

Для разносопротивляющихся материалов имеются экспериментальные дан-

ные, которые характеризуются сравнительно небольшой нелинейностью (как и не-

которые бетоны) [40, 174]. В связи с этим некоторые из них допускают квазилиней-

ную аппроксимацию. Среди представителей таких материалов присутствуют кон-

струкционные графиты ВПП и АРВ [24, 166, 202, 210, 223, 241]. Отличительной 

особенностью диаграмм графитов является почти отсутствующий начальный 
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линейный участок, что, кстати, характерно и для многих бетонов. Так что в этом 

случае ветвление диаграмм наблюдается даже при малых значениях напряжений. 

Другая особенность графитов – постоянство коэффициентов поперечной деформа-

ции во всем диапазоне изменения значений напряжений [24, 166, 118]. 

Диаграммы кратковременного нагружения бетона в инертной среде представ-

лены значительным числом зависимостей, которые широко представлены в работе 

[118, 174]. Эти зависимости, в большинстве своём, характеризуют процесс деформиро-

вания бетона только при сжатии. В то же время известные эксперименты подтверждают 

тот факт, что бетон может воспринимать и растягивающие [12, 39, 83, 118, 174] напря-

жения. Этот аспект работы бетона часто не учитывается в расчётах, а ниспадающая 

ветвь диаграммы принимается во внимание, правда, в разной степени.  

Подход, предложенный в работах [47, 57, 82, 133], рассматривает деформирова-

ние бетона, как деформирование нелинейного композитного материала с учётом раз-

ного сопротивления только осевому нагружению с обоими знаками. Диаграмма дефор-

мирования при этом имеет вид 

( )  = . (1.4) 

Функции материала ( )   [133–135] для бетона могут быть представлены ва-

риантными зависимостями, что показано в работе [14]. 

Более подробный обзор функций, аппроксимирующих диаграммы сжатия бе-

тона, имеется в работах В.В. Петрова, В.К. Иноземцева, И.Г. Овчинникова, 

Н.С. Дядькина, А.Ф. Макеева и др. [55, 107, 135, 136, 143, 145]. 

В исследованиях В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, Р.Р. Инамова, 

Р.Б. Гарибова, В.К. Иноземцева, Н.С. Дядькина [135, 136, 143, 145] для учёта влия-

ния компонентного состава тензора напряжений на свойства бетона используется 

полиномиальная зависимость напряжений от деформаций. Такая зависимость, в по-

нимании авторов, позволяет расширить представление об этом эффекте и его вли-

янии на процессы. Утверждается, что наиболее эффективно, использование поли-

номов со степенью, не превышающей пятую: 

2 3 4 5A B C D F     =  +  +  +  +  , (1.5) 
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здесь A, B, C, D, F – экспериментально определяемые параметры. 

Для определения постоянных в представлении (1.5) по экспериментальным 

данным [132–137] предлагается использовать стандартные процедуры оценки ве-

личин параметров и вида нелинейных членов. Независимо от соотношения дей-

ствующих напряжений, определяются различные значения постоянных при дефор-

мировании бетона в области растяжения и сжатия. Подход был применён для по-

лучения физических соотношений и для изотропных разносопротивляющихся ма-

териалов, включая бетон [39, 132–137, 174]. Полученные соотношения характери-

зуются как нелинейные. 

Предложенная математическая модель использует вместо модулей упругости 

E +  и коэффициентов поперечной деформации  +  (при одноосном растяжении) и 

соответствующих модулей E − ,  −  при сжатии нелинейные функции. Выбор этих 

функций управляется знаками главных напряжений. Сдвиг характеризуется нели-

нейной функцией, представляющей собой условный модуль. Результатом построе-

ний является общая форма связи деформаций и напряжений при плоском напря-

жённом состоянии [48, 135, 174], сформулированная в форме:  

2 1

1 2 2 1

1 1 1
; ; ;

j j

j j j j j

e e e
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= − = − =                (1.6) 
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e

e e




 
= = 

 
; 

1 1, 2j = ; 
2 1,2j = ; 

1 2,j j j= ; j  – коэффициент Пуассона, 

характеризующий для 1j =  поперечное сужение при продольном растяжении и для 

2j =  поперечное расширение при продольном сжатии. 

В рамках обсуждаемого подхода тип нелинейности бетона предлагается представ-

лять вариантом аппроксимирующей функции [174]. К сожалению, авторы [132–137, 145] 

не упоминают об условиях симметрии нелинейного тензора податливостей [174]. 

Усовершенствованная, в сравнении с предыдущей, модель деформирования 

бетона описана в исследованиях И.Г. Овчинникова, Р.Р. Инамова, Р.Б. Гарибова, 
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Л.Г. Полякова, Н.С. Дядькина [132–136]. Она использует представление на базе ку-

бической параболы: 

3

3

, 0;

, 0,

p p

c c

A B

A B

  


  

 − 
= 

− 

         (1.7) 

где индексы «с» и «p» характеризуют деформирование бетона при сжатии или рас-

тяжении соответственно. 

Используя данные одноосных кривых деформирования бетона при растяже-

нии и сжатии, методом наименьших квадратов определяются значения параметров 

, , ,p c p cA A B B  [132, 134, 135]. 

В работе [323], в рамках моделирования плоских напряжённых состояний тя-

жёлого бетона, предлагается форма связи между главными напряжениями и дефор-

мациями с учётом степени исчерпания соответствующего предела прочности. От-

ношение двух главных напряжений характеризует вид напряжённого состояния. 

Существует ограничение на использования уравнений состояния в этой модели, ко-

торое требует заранее известного распределения главных напряжений во всех ма-

териалах, в условиях единственного вида напряжённом состояния – плоского. Име-

ется также противоречие в аппроксимации экспериментальных диаграмм, если 

уравнения записаны в координатах универсальных инвариантов. 

Приведём соотношения, представляющие описанный подход: 

( )

2

1
1 1 2
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s p p

e E

E e e
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=
     
 − +  − +       −      

,   (1.8) 

где ,m me  – главные напряжения и деформации, E  – модуль упругости;   – коэф-

фициент Пуассона; 1

2

k



= ; 

p

s

p

E
e


= ; 

p  – предельные напряжения; 
pe  – деформа-

ции, соответствующие предельным напряжением. 

Учёт дилатации бетона начал моделироваться в работах В.И. Кудашова, 

В.П. Устинова [92] и А.И. Козачевского [89] на примере деформирования тяжёлого 

бетона. В одном из вариантов теории предполагалось, что объёмные деформации 
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являются функциями средних напряжений и интенсивности напряжений, а интен-

сивности деформаций – функцией интенсивности напряжений. Другой вариант 

предполагал независимость объёмных деформаций от интенсивности напряжений. 

Отмеченные особенности описанных моделей характеризуют их серьёзные недо-

статки для целей описания механических свойств бетонов [92], эмпирических за-

висимостей Х. Купфера [305], аппроксимирующих полиномов от универсальных 

инвариантов напряжений [89].  

Предложенные в [92] уравнения представлены формулами  

( )

0 0

;
2

ijkk

kk ije e e
G G

  −
− = =  при i j ,   (1.9) 

Выражения, представляющие подход [89] имеют вид: 
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где 
0 0 0, ,k G g  – начальные модули объёмной, сдвиговой деформации и дилатации; 

0G 



=  – параметр пластичности; ( )1 ,e F  = ; ( )2F = ;   – интенсивность де-

формаций сдвига; 
lmk  – параметры нелинейности, представляемые полиномами; 
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0 0 00, 1M L N= = =  – кон-

станты, определяемые по экспериментальным данным. 

Х. Купфер [305, 306] для описания плоского напряжённого состояния бетона 

предлагал более простые зависимости:  
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Здесь 
bR  – прочность бетона при сжатии (призменная); , , ,C p m  – константы (вы-

числяются по экспериментальным диаграммам деформирования). 

Выполненный анализ подтверждает выводы большинства исследователей о том, 

что нелинейная область деформирования является источником нарушение классических 
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представлений о характере упругопластического деформирования рассматриваемых ма-

териалов. Описанные выше подходы построены на доминировании отдельных экспери-

ментально обнаруженных факторов работы бетона несмотря на то, что дилатация и за-

висимость деформационных характеристик бетона от компонентного состава тензора 

напряжений представлены в широком диапазоне НДС [174]. 

Среди недостатков, которые сопровождают большинство известных моделей 

деформирования материалов типа бетона, следует особо отметить следующие [174, 

177, 181]: 

- вариантные аналитические представления различающихся видов напряжён-

ного состояния или возникновение неопределённости закона деформирования при 

некоторых из них; 

- наличие строгих взаимно обусловливающих связей между некоррелируе-

мыми механическими константами материалов;  

- неудовлетворительное согласование экспериментальных и расчётных диаграмм 

деформирования материалов при некоторых видах напряжённого состояния [181]. 

1.2.2 Обзор состояния конечно-элементного моделирования 

в новейших программных комплексах 

Фундаментальной задачей деятельности специалистов в области обоснования 

прогноза прочности элементов конструкций и сооружений является обеспечение без-

опасности здания при действии нагрузок различной природы и интенсивности. Иссле-

дования последних лет в области расчётного моделирования показали, что примене-

ние линейно-упругих моделей материалов и соотношений, характерных для класси-

ческой теории упругости и строительной механики, приводит к достаточно консерва-

тивным результатам, что ощутимо снижает уровень оптимальности проектов по эко-

номическим и технологическим показателям [174, 182, 196, 199, 225, 328, 330].  

Согласно действующей нормативной документации [167, 168, 225], сопро-

тивление элементов железобетонных конструкций воздействиям различной при-

роды описывается интегральными характеристиками, которые, в основном, пред-

ставлены изгибающими и крутящими моментами, продольными и поперечными 
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силами. Эти параметры НДС определяются по связям между напряжениями и де-

формациями, использующими кусочно-линейные диаграммы состояния бетона, 

представленные двумя-тремя фрагментами (см. рисунок 1.1), которые строятся по 

известным экстремальным прочностным и деформационным характеристикам. В 

основу действующей нормативной методики положена значительная степень схе-

матизации трёхмерной геометрии конструкции с применением линейных подхо-

дов, развитых в сопротивлении материалов. В таких условиях, неизбежным явля-

ется снижение точности формируемых числовых моделей, что приводит к сниже-

нию достоверности прогноза о безопасности эксплуатационной стадии жизненного 

цикла строительной конструкции. Важно также подчеркнуть, что в рамках такой 

методики нет возможности проведения детализированного анализа НДС конструк-

ции с целью определения её «слабых» компонентов. Невозможно также учесть эф-

фекты повреждаемости бетона в форме образования трещин и другие, в том числе 

в закритической стадии работы. 

В связи, с серьёзным прогрессом в информационных технологиях, важной 

альтернативой (и дополнением) нормативной методики в отечественной и мировой 

практике расчётного моделирования стал МКЭ. Этот метод, позволил резко увели-

чить пространственную и дискретизационную размерности решаемых задач моде-

лирования железобетонных и прочих конструкций, что нашло своё выражение в 

возможности расчётов работы сооружений совместно с основанием, применяя для 

этого высокую степень дискретизации пространства, занимаемого несущими эле-

ментами. В этом же направлении развиваются подходы, позволяющие использо-

вать результаты экспериментальных исследований без их предварительной моди-

фикации с целью получения верных аналитических представлений.  

Развитие современных вычислительных методов строительной механики приоб-

ретает ещё большее значение в связи с тем обстоятельством, что применение получен-

ных теоретических моделей, уточняющих прогноз работы несущих элементов в со-

ставе конструкции, требует развития нормативной и методической базы для расчёта и 

обоснования получаемых результатов. В связи с этим, жизненно необходимо, 
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совершенствовать средства получения числовых моделей поведения конструкций, при-

влекая самые современные информационные технологии для реализации методов вы-

числительной механики [105]. 

В автоматизированных системах расчётного моделирования строительных кон-

струкций (например САПР-CAE) применяется достаточно большое разнообразие мо-

делей деформирования и прочности железобетона, которые с разной степенью полноты 

учитывают нелинейные эффекты в работе бетона, арматуры и их сочетания (табл. 1.1).  

Таблица 1.1 – Представления свойств бетона в САЕ-системах [105] 

ПО Модель бетона 

ANSYS 

Menetry-William 

Concrete Model (Willam-Warnke) 

Microplane (Bazant) 

ANSYS/LS-DYNA RHT Concrete Strength 

LS-DYNA 

Solid and Foam Model (Mat 5) 

Pseudo-Tensor (Mat 16) 

Orientated Crack (Mat 17) 

Concrete Damage (Mat 72) 

Concrete Damage Rel3 (Mat 72R3) 

Brittle Damage (Mat 96) 

Soil Concrete (Mat 78) 

Winfrith Concrete (Mat 84) 

Johnson Holmquist Concrete (Mat 111) 

CSCM Concrete (Mat 159) 

ABAQUS 

Concrete Smeared Cracking 

Cracking Model for Concrete 

Concrete Damage Plasticity 

COMSOL 

Ottosen 

Bresler–Pister 

William–Warnke 

Tension cutoff 

Указанные в таблице 1.1. расчётно-проектировочные комплексы и свойства 

бетона в их представлении реализуют универсальный подход при учёте нелиней-

ности в поведении бетона. Этот подход основан на критерии текучести [74], разде-

ляющем два состояния материала: упругое и пластическое. Формулировка крите-

рия представлена общим соотношением: 
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( )2 1, ,fI F I  = , (1.10) 

где ( ) ( )2 3

1 1 2 3 2 3

1 1
3 ; tr ; tr

2 3
I p I S I S  = = + + = =  – инварианты тензора напряже-

ний; ES p= −  – девиатор тензора напряжений;   – вектор внутренних перемен-

ных материала;   – инвариант Лодэ. 

Инварианты в (1.10) имеют строгую геометрическую интерпретацию в про-

странстве главных напряжений: 

- 
1I  пропорционален расстоянию от начала координат до точки, соответству-

ющей текущему напряжённому состоянию; направление этого расстояния опреде-

ляет гидростатическую ось 
1 2 3 0  + + = ; 

- 
2I  – пропорционален расстоянию от точки текущего напряжённого состо-

яния до гидростатической оси 

-   – определяет угловую координату направления гидростатической оси (и 

соответствует третьему инварианту в системе инвариантов I1, I2 I3). 

Критерию текучести (1.10) соответствует функция текучести 

( )
2

2 1, , 0.ff I F I   = − =   (1.11) 

Система уравнений (1.10)–(1.11) и описывает общую для автоматизирован-

ных вычислительных сред уточнённую модель бетона. 

 

Рисунок 1.7 – Геометрическое толкование критериев текучести и прочности бетона 

Различия вариантов модели в каждой конкретной вычислительной среде 

определяются индивидуализацией функций ( )1, ,fF I   , вектора параметров   и 

массивом данных в базе модели, которые реализуют процесс накопления повре-

ждений и свойств, зависящих от времени. 
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Геометрическая интерпретация инвариантов описанной универсальной мо-

дели открывает возможность ввода и геометрического толкования критериев в виде 

поверхностей в пространстве инвариантов (рисунок 1.7). 

На рисунке 1.7 отображены: 

- 1 – проекция поверхности текучести; и прочности предельная и остаточная; 

- 2, 3 – проекции поверхности прочности (2 – предельная, 3 – остаточная); 

- pt, pu, pc – предельные значения гидростатического давления; 

- εp – пластическая деформация (условная); 

- стрелки указывают переходы бетона в последовательность состояний, соответ-

ствующим введённым критериям. 

Рассмотрим, как поверхности рисунка 1.7 трактуют эффекты нелинейного 

поведения бетона: 

- образование дефектов сплошности (пор) и слияние их в микротрещины 

представлены изменением кривой 1; 

- слияние микротрещин в макротрещину, которая, развиваясь, приводит к по-

вреждениям, представлено кривой 2;  

- полное повреждение материала вследствие увеличения количества макро-

трещин и их слияния, описывается кривой 3. 

Подобные геометрические интерпретации могут быть даны, если использо-

вать координатную систему инвариантов Лодэ, который предложил цилиндриче-

скую систему (r, θ, z), связанную с системой (I1, I2 I3) соотношениями: 

3

2
3 1

2

2

3
2 , sin30 , .

2 3

I I
r I z

I

 
= = = 

 
 (1.12) 

Влияние свойств бетона и инвариантов напряжённого состояния на проявле-

ния нелинейности поведения материала не является однозначно определённым. 

Эту неопределённость снимают введением функции ( )1, I . Но и эта функция 

имеет различные представления [74]. Чаще других используются предложения Ви-

льяма-Варнке (Willam-Warnke) и Друкера-Прагера (Drucker-Prager) [105].  

Поскольку наличие арматуры в бетоне не только акцентирует его уже извест-

ные нелинейные свойства, но и порождает новые эффекты, такие как наведенная 
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анизотропия, то на базе теоретических моделей бетона активно строятся и теории вза-

имодействия с ним элементов армирования. Соответствующие подходы различаются 

как системой гипотез, так и способом учёта схемы армирования. Но все варианты счи-

тают материал арматуры работающим как в упругой, так и в пластической стадии. 

Моделирование арматуры в САЕ-системах. МКЭ-расчёты, помимо схемы 

прямого объёмного моделирования стержней арматуры, используют ещё не менее 

трёх вариантов [105, 174, 266, 267]:  

- когда узлы дискретизации линейных объектов КЭ-модели и узлы дискрети-

зации материала совпадают, то возможно, применение так называемой дискретной 

модели арматуры; применение такого подхода, в общем случае, затруднено произ-

вольным расположением узлов КЭ-сетки основного материала;  

- когда указанные узлы не совпадают, но их перемещения ограничены усло-

виями совместности; в САЕ-системах задание совместности перемещений узлов 

обеспечивается стандартной операцией по объединению перемещений; 

- когда армирующий материал распределён по конечным элементам бетона; в этой 

схеме линейные объекты моделей арматуры в составе модели несущего элемента отсут-

ствуют, зато вводятся поверхности-слои, обладающие механическими характеристи-

ками общего массива арматуры в каждом из рабочих направлений армирования. 

Наиболее удобны для применения в расчётах две системы CAD/CAE ANSYS 

(ANSYS Mechanical APDL, ANSYS Workbench) и ABAQUS [266, 267]. Рассмотрим 

их основные возможности. Оба комплекса верифицированы и имеют сертификаты 

на применение в Российской Федерации. 

Программная среда ABAQUS. Для этой САЕ-системы характерными особенно-

стями с точки зрения расчётного моделирования строительных конструкций являются: 

- вариантность выбора эффектов и их сочетаний, связанных с разнообразием 

ожидаемых нелинейных проявлений, среди которых находятся повреждаемость, 

разносопротивляемость, разрыхление бетона, совместная работа бетона и арма-

туры, и некоторые другие;  

- наличие управления формами и типами численного интегрирования; 
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- возможность вводить в расчёт влияние фактора времени на НДС, в том 

числе в форме изменения свойств бетона и дополнительного нагружения силами. 

ABAQUS весьма хорошо документирован [267]. Имеются формализованные 

описания различных представлений о деформировании и критериях предельных 

состояний. Представлены примеры верификации достоверности работы вычисли-

тельной среды этой системы, включая аппроксимацию экспериментальных дан-

ных. Имеется развитая система настройки параметров реализации численных про-

цессов, что обеспечивает механизм получения доказательства практической сходи-

мости вычислительных процедур.  Приводятся результаты сравнения расчётов с 

экспериментальными данными.  

Описание повреждений в системе ABAQUS основано на наличии уже обра-

зовавшейся трещины. Критерием этого события для несущего элемента является 

выход сочетания компонентов тензора напряжений в конкретной точке материала 

элемента на поверхность прочности (рис. 1.7). Важным для достоверности прогноза 

НДС является понятие направления трещины, которое встроено в расчётный мо-

дуль. В соответствии с методикой, принятой в системе, элемент континуума может 

обладать трещинами в трёх направлениях, образующих ортогональный трёхгран-

ник. Поверхность прочности представлена линейной функцией гидростатического 

давления и эквивалентного напряжения.  

Наличие трещины в узле дискретизации несущего элемента снижает жёст-

костные характеристики соответствующего конечного элемента, продолжающего 

участвовать в расчёте. 

Нелинейность деформирования бетона в ABAQUS и учет различной механи-

ческой работы на растяжение-сжатие, представлена диаграммами деформирования 

со следующими особенностями: 

- диаграмма сжатия состоит из линейного участка, который продолжен нели-

нейным участком кривой, заканчивающейся пределом прочности R-, и сменяю-

щийся нелинейным участком убывающих напряжений; 

- диаграмма растяжения объединяет первые два участка кривой сжатия в одну 

прямую линию, которая после достижения точки R+, также сменяется нелинейным 
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участком убывающих значений напряжения – именно на этой стадии деформиро-

вания растяжением и возникают поврежденности, описанные выше. 

Отметим проблемы, которые сопровождают применение системы ABAQUS 

для расчётного моделирования железобетонных несущих элементов: 

- повреждённость в описываемой версии программы может применяться и 

обеспечивать достоверные характеристики НДС только при большом значении ко-

эффициента армирования [105, 267]; 

- существуют заметные проблемы с достижением сходимости процесса вы-

числений для несущих элементов с небольшим уровнем армирования высокой ско-

ростью накопления повреждений: 

- повышенный уровень дискретизации объёма несущего элемента ограничен 

пределом влияния на сходимость. 

В документации [267] предложен способ решения отмеченной проблемы схо-

димости на базе формулировки критерия возникновения повреждения в парамет-

рах удельной энергии разрушения. Эффект снижения необходимой степени дис-

кретизации проявляется в несущих элементах с низким коэффициентом армирова-

ния. Причина такого результата объясняется сменой аргумента функции, представ-

ляющей диаграмму деформирования на перемещение узла дискретизации. Эта за-

мена видоизменяет характер участка диаграммы деформирования для соответству-

ющей стадии трещинообразования, фактически выпрямляя её. 

Стоит обратить внимание на некоторые детали управления вычислительным 

процессом при расчёте конструкции с несущими элементами со значимо выражен-

ными эффектами нелинейности. Речь идёт об использовании модификации метода 

Ньютона-Рафсона [269, 332], носящей наименование «алгоритм Рикса» [105]. Его 

сущность заключается в самоуправления поиском значения шага по нагрузке, а 

внутри него – шага по перемещениям. Среди параметров управления присутствуют 

предельно допустимые значения обоих шагов и число выполняемых итераций, ко-

торые задаются пользователем.  

Программная система ANSYS. Это универсальная САЕ-система КЭ-ана-

лиза развивается на протяжении последних 30 лет. Имеет статус самой популярной 
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в среде специалистов по автоматизированным инженерным расчётам. Имеет в 

своём распоряжении многочисленные процедуры, реализующие расчётное модели-

рование практически всех типов строительных конструкций. Особое место среди 

них занимают нелинейные задачи, учитывающие многочисленные факторы нели-

нейности [105, 266, 267]. 

Для получения возможно более точных результатов ANSYS предлагает к учёту 

при расчётном моделировании объекта множество аспектов взаимодействия его ча-

стей, условий эксплуатации (например, тепловые режимы) и влияния разнообразных 

видов воздействий, к примеру, электромагнитных. В САЕ-системе имеются в наличии 

многочисленные корректно сформированные нелинейные модели материалов, в том 

числе и для композитных материалов. Всё это предлагается в комплексе, эффективно 

обрабатывается современными вычислительными алгоритмами, которые могут учесть 

многочисленные тонкости постановки задачи расчётного моделирования. Например, 

изменение свойств материала в режиме реального времени, процессы деградации и эро-

зии (деградации) компонентов объекта моделирования. 

Используя передовые решения ANSYS [266], возможно моделировать любой 

тип геометрии, от тонких гибких структур до массивных деталей на основе новей-

ших типов элементов – балок, оболочек и твёрдотельных элементов. Учитываются 

также геометрические нелинейности и большие деформации, включая нелинейную 

потерю устойчивости и закритическое поведение. 

Для каждого типа элемента из библиотеки используются различные свойства 

материала. В среде ANSYS тип задач как нелинейных классифицируется по двум 

параметрам: 

- эффектам нелинейности материалов конструкции; 

- характеру вычислительных процедур, которые признаются нелинейными, 

если алгоритмы вычислений включают в себя итерации какого-либо вида. 

Отличительной особенностью ANSYS является использование табличных 

форм для задания значений параметров. Это относится к свойствам материалов, 

являющихся факторами нелинейности расчётной модели. Табличная форма оказы-

вается удобной для передачи в базу данных модели экспериментально полученных 
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числовых массивов, что является одним из преимуществ этой системы. Такая таб-

лица данных определяет конечное множество постоянных величин, которые интер-

претируются при их использовании. Следует также отметить достаточно большой 

перечень материалов, числовые модели которых уже хранятся в базе данных си-

стемы и отображают их нелинейные свойства.  

Решения ANSYS в области механики деформируемого твёрдого тела устанавли-

вают промышленные стандарты в области инженерных расчётов, предоставляя широкие 

возможности моделирования каждого прочностного аспекта объекта с использованием 

линейных и нелинейных расчётных моделей (или даже механизмов аналитики).  

Для моделирования работы хрупких материалов (и бетона, в том числе) 

ANSYS предлагает несколько видов моделей, число которых превосходит число 

моделей в среде ABAQUS [105, 174, 266, 267]. Свойства материалов и их поведение 

под нагрузкой представлены объёмным конечным элементом SOLID65 или 

SOLID185 (с модификациями). 

Как и в системе ABAQUS в ANSYS находят применение распространенные 

теории, учитывающие возможность возникновения предельного состояния бетона 

на пластической стадии работы материала. 

Модель Друкера-Прагера. Применяется для описания предельного состояния бе-

тона, в том числе – для разрушения несущего элемента [71, 174, 259], причиной которого 

признаются всё те же трещины. При этом удалось избежать потребности в детальном опи-

сании зарождения, развития и перемещения трещины в материале, который имеет струк-

туру композита [259, 294]. Для достижения такого результата пришлось отказаться от точ-

ного моделирования несущих элементов из хрупких материалов [105, 110]. 

Наступление пластичности бетона модель формулирует в виде соотношений, 

приведённых в [74, 286]: 

1
3

e
DPt t m ytf


  = +  −   , 1

3

e
DPc t m ycf


  = +  −   ,)                    (1.13) 

где 
e  – эквивалентные напряжения; 

m  – средние напряжения; 
t , 

с  и yt , yc  – 

константы; 
1  – функция упрочнения-разупрочнения одноосного НДС: 
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где 
cR , 

tR   определяются по пределам прочности при одноосном напряженном состоянии. 

Визуализация формы поверхности текучести Друкера-Прагера [105, 286] в 

пространстве главных напряжений приведена на рисунке 1.8: 

 

Рисунок 1.8 – Графическая интерпретация критерия пластичности Друкера-Прагера 

Поверхность на рисунке 1.8 подвержена изменениям, что связано с поведе-

нием материала под действием нагрузки: он может как упрочняться, так и 

разупрочняться. Та и другая форма развития процесса деформирования сопровож-

даются функциями ,t c  : 

0
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Для линейной модели HSD6 [105] функция текучести при сжатии 
с  задаётся 

нелинейной функцией упрочнения и линейной функцией разупрочнения. Уровень 

относительного напряжения в начале нелинейного упрочнения 
ci  определяется 

функцией текучести упрочнения: 

( )
2

2
1 2c ci ci

cm cm

K K

K K
 =  + −  − , (1.17) 
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при 
cmK K=  достигается максимальная прочность на сжатие и разупрочнение 

начинается со значения 

( )
1

1 cr
c cm

cr cm

K K
K K

− 
 = − −

−
; (1.18) 

при 
crK K  относительный уровень напряжений – остаточная величина для напря-

жения при сжатии. 

Функция 
t  при растяжении задаётся линейной функцией разупрочнения. 

Относительный предел текучести равен 1 при начальной текучести, уменьшается 

до относительного остаточного напряжения Ωtr, когда эффективная пластическая 

деформация равна Ktr, и является постоянным для 
trK K . 

Функция упрочнения при сжатии 
с , для 

crK K  задаётся степенной функ-

цией закона упрочнения. 

Функция разупрочнения в диапазоне 
cm cuK K K  : 

( )
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1 1 cm
c cu
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K K

K K
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 = − −   

− 
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Функция разупрочнения в диапазоне 
cuK K  принимается как: 
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Функция упрочнения при растяжении 
t  задаётся экспоненциальной функцией 

разупрочнения, в которой объёмная энергия, рассеиваемая при разупрочнении, про-

порциональна удельной энергии разрушения при растяжении ftG . 
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здесь E  – модуль упругости, 
iL  – эффективная длина элемента. 

Графики функций ,t c   приводятся на рисунках 1.9–1.10 [286]. 

ANSYS предлагает расчётные модели арматуры в нескольких вариантах [105, 

266, 286], которые учитывают разные виды упрочнения, например, изотропное (би- 
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и мультилинейное), кинематическое (билинейное и по Чабошу). Имеются и вари-

анты [105, 286]. 

 

Рисунок 1.9 – Функции ,t c   для одноосного НДС в линейной модели 

 

Рисунок 1.10 – Функции ,t c   для одноосного НДС в нелинейной модели 

Модель Менетри-Вильяма. На сегодняшний день большинство нелиней-

ных расчётов железобетонных конструкций выполняются с использованием моде-

лей, основанных на теории пластического течения. Одной из наиболее популярных 

является модель, основанная на функции текучести Менетри-Вильяма, которая ре-

ализована в ANSYS. Определяющие соотношения данной модели позволяют опи-

сать такие важные особенности, как различная прочность бетона при растяжении и 

сжатии, нелинейное упрочнение, разупрочнение и дилатация. 
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В настоящее время существует множество конститутивных моделей для чис-

ленного моделирования поведения бетона. Материальные модели бетона обычно 

основаны на следующих теориях:  

- теория пластичности с правилом пластического течения [209, 217]; 

- теория микроплоскостей и эндохронная теория [269, 270]; 

- нелинейная механика разрушения и теория повреждений [71, 174];  

- теория вязкопластичности [159].  

Каждая из этих теорий охватывает определённый диапазон конкретного по-

ведения, поэтому выбор соответствующей теории и конститутивной модели зави-

сит от специфики приложения. 

Большинство основных моделей для бетона в коммерческих пакетах CAE ос-

нованы на теории пластичности течения. Одна из самых популярных моделей ба-

зируется на теории пластичности с неассоциированным законом пластического те-

чения с использованием поверхности текучести Менетри-Вильяма [286]. Основ-

ными компонентами модели являются поверхность нагружения, функция пласти-

ческого потенциала и формулировка поведения упрочнения-разупрочнения. 

Следуя положениям теории пластичности, приращения полной деформации d  

могут быть представлены как сумма упругих eld  и пластических pld  компонентов: 

el pld d d  = + . (1.22) 

Приращение упругой деформации определяется с помощью приращения 

напряжения через матрицу упругости [ ]D , которая определяется модулем упруго-

сти E и коэффициентом Пуассона (обобщённый закон Гука) [8]: 

 
1eld D d 

−
= . (1.23) 

Приращение пластической деформации определяется в соответствии с зако-

ном неассоциированного течения: 

pl Q
d d 




=


, 

где   – вектор напряжений,   неотрицательный пластический множитель, Q  –

функция пластического потенциала. 
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Неассоциированный закон течения полагает, что направление вектора пла-

стической деформации ориентировано вдоль нормали к поверхности пластиче-

ского потенциала Q, который отличается от функции поверхности нагружения F.  

И поверхность нагружения, и функции пластического потенциала определя-

ются как функции трех инвариантов тензора напряжений 
1 2 3, ,I J J : 

1 1 2 3I   = + + ; 

( ) ( ) ( )
2 22

2 1 2 2 3 1 3

1
;

6
J       = − + − + −

 
                         (1.24) 

1 1 1
3 1 2 3

3 3 3

I I I
J   

   
= − − −   

   
. 

Для большей наглядности геометрической интерпретации функции описываются 

в пространстве координат Хейга-Вестрегаарда , ,   , где   – гидростатический инва-

риант напряжений,   – девиаторный инвариант напряжений,   – девиаторный поляр-

ный угол. Эти координаты зависят от главных компонентов тензора напряжений: 

1

1
;

3
I =  

22 ;J = 3

3

2

1 3 3
arccos .

3 2

J

J


 
 =
 
 

                        (1.25) 

Поверхность нагружения в пространстве напряжений Хейга-Вестергаарда [105, 

265, 286] ( ), ,F     представлена множеством точек, для которых выполняется усло-

вие начала пластического течения. Таким образом, нагружающая поверхность разде-

ляет зоны упругой и упругопластической деформации. Из-за упрочнения и разупроч-

нения форма и размер поверхности нагружения постоянно меняются. 

Конститутивная модель Менетри-Вильяма предполагает изотропное упроч-

нение, при котором поверхность нагружения изменяет только свой размер, сохра-

няя при этом соосность гидростатической оси. 

Поверхность нагружения на основе поверхности текучести Вильяма-Варнке 

[266, 286] определяет текущее напряжённое состояние следующей функцией: 

( ) 22

3

3

1
, , 2

c
F r

c c
      = + + −

 
, (1.26) 

где 

2 2

2 2

4 cos

2 cos 4 cos 5 4

C D
r

C D C e e



 

+
=

+ + −
,   (1.27) 
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21 , 2 1C e D e= − = − , 
1

2

m
e

m

+
=

−
, 

2 2

2 2

t bc c

bc c t

f f f
m

f f f

−
=

−
, (1.28) 

2 2

1 1 1

6

bc t

c bc c

f f
с

f f f

 −
= − + 

 
, (1.29) 

3 2

3 1

2 c

c
f

= . (1.30) 

В выражениях (1.27) – (1.30) использованы обозначения: , ,c t bcf f f  – текущая 

прочность на одноосное сжатие, прочность на одноосное растяжение и прочность 

на двухосное сжатие, соответственно. Эти параметры зависят от значений по умол-

чанию для функций упрочнения-разупрочнения на сжатие и растяжение: 

t t tcf f=  , c c cf f=  , bc bc cf f=  , 

где 

, ,

, ,

t c cm

tc

t c c cm

K K

K K

 
 = 

  
 

c  и 
t  – функции упрочнения-разупрочнения при сжатии и растяжении, соответ-

ственно, 
cK  – текущий параметр сжатия-упрочнения, 

cmK  – параметр сжатия-

упрочнения, который соответствует одноосной прочности на сжатие. Смысл этих 

переменных разъясняется ниже. 

Процессы растрескивания и разрушения описываются моделью деформаци-

онного разупрочнения, которая определяет постепенное снижение прочности при 

дополнительной деформации. Это снижение усилия можно рассматривать как сни-

жение когезии или разрушение микроструктуры. Однако модель не может описать 

эффект снижения модуля упругости. Это следует учитывать в задачах, где жёст-

кость деформирования важна. 

Поведение бетона при упрочнении-разупрочнении моделируется измене-

нием размеров поверхности нагрузки и потенциальной поверхности пластичности. 

Размерные характеристики поверхностей в пространстве главных напряжений за-

висят от текущих значений прочности, которые определяются функциями упроч-

нения-разупрочнения Ωt и Ωc, которые определены выше. Они зависят от 



 - 59 -  

параметров упрочнения при сжатии и растяжении, а эволюционируют согласно вы-

ражениям упрочнения [74]: 

,

,

plc
c

c

plt
t

t

dK d
f

dK d
f


 


 

=

=

 (1.31) 

где 
tK  – текущий параметр упрочнения при растяжении, 

с  и 
t  весовые функции 

для сжатия и растяжения, полученные из следующих выражений: 

1c t = − ,  (1.32) 

( )

( )

( )

0, tan 2,

1
, 2 tan 2,

1 exp( 10tan )

1, tan 2,

t



 




  −



= −  
+ −

 

 ( )tan 6 .





=  

Отметим, что в случае простого напряжённого состояния параметр упрочне-

ния совпадает со значением пластической деформации, т.е. plK  . 

Модель Менетри-Вильяма для бетона, реализованная в программе ANSYS, 

может учитывать как линейную, так и экспоненциальную модель разупрочнения. 

Оба этих подхода соответствуют требованиям CEB-FIP [105, 266, 267, 286]. 

До того, как возникнет пластическая деформация, функция упрочнения Ωc 

имеет постоянное значение Ωci, определяя начальную поверхность нагружения, ко-

торая ограничивает начальную упругую модель работы. В случае линейного 

разупрочнения функция упрочнения-разупрочнения при сжатии Ωc задаётся сте-

пенной функцией упрочнения и линейной функцией разупрочнения. 

Степенная функция разупрочнения (для 
cmK K ): 

( )
2

2
1 2 c c

c ci ci

cm cm

K K

K K
 =  + −   − . (1.33) 

При 
c cmK K=  прочность достигается и разупрочнение начинается. Линейная 

функция разупрочнения (для 
cmK K ): 

( )
1

1 cr
c c cm

cr cm

K K
K K

− 
 = −  −

−
. (1.34) 
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Функция упрочнения-разупрочнения при растяжении Ωt представлена линей-

ной функцией разупрочнения. Предполагается, что поведение бетона при растяже-

нии до значения ft является упругим. После достижения ft напряжения уменьша-

ются до уровня остаточного напряжения при растяжении Ωtr, соответствующего 

значению эквивалентной пластической деформации Ktr. При дальнейшей деформа-

ции материал считается полностью разрушенным и демонстрирует только остаточ-

ную прочность на трение, аналогичную гранулированным материалам, не имею-

щим внутреннего сцепления. 

 

Рисунок 1.11 – Функции упрочнения-разупрочнения при экспоненциальном 

разупрочнении: a – при сжатии; b – при растяжении [286] 

В случае экспоненциального разупрочнения функция упрочнения при сжа-

тии такая же, и определяется формулой (1.33). Разупрочнение определяется набо-

ром степенных и экспоненциальных функций (рисунок 1.11). Пластическая дефор-

мация и соответствующее напряжение в точке перехода от степенного к экспонен-

циальному разупрочнению обозначены как 
cuK  и Ωcu,, соответственно. 

Степенная функция разупрочнения при сжатии для 
cm cuK K K   имеет вид 

( )
2

1 1 cm
с cu

cu cm

K K

K K

 −
 = − −   

− 
. 

Экспоненциальная функция разупрочнения при сжатии для 
cuK K  как: 

 ( )
1

exp 2 cu cu
c cr cu cr

cu cm cu cr

K K

K K

  − −
 =  +  −    

−  −  
. 
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Разупрочнение при растяжении описывается экспоненциальной функцией Ωt, 

где объёмная энергия, рассеиваемая при разупрочнении, пропорциональна удель-

ной энергии разрушения в области разрыв Gft [71, 105]: 

t

K

t e


 
− 

  = , 

где  

,
ft

t

t

g

R
 =  

2

max ,
ft t

ft

i

G R
g

L E

 
=  

 
. 

Для преодоления зависимости от сетки МКЭ энергия разрушения нормиру-

ется по эффективной длине элемента Li. 

Дилатация в бетоне [118], которая характеризуется нелинейным увеличением объ-

ёма и наличием деформации сдвига, не может быть правильно описана в соответствии с 

законом ассоциированного течения [209]. Пластическая потенциальная функция Q, кото-

рая отличается от функции поверхности нагружения F (1.26), определяет направление век-

тора пластической деформации и приводит к закону неассоциированного течения, предо-

ставляя возможность более точного описания нелинейного поведение материала. 

Для текущего напряжённого состояния эту функцию в координатах Хейга-

Вестергаарда можно записать как [286]: 

( ) 2, g gQ B C    = + + , 

где: 

( )
2 tan 2

,
3 1 2 tan

c t
g

R R
B





−
=

−
 

2

2 3

g t
g

B R
C = + , 

  – угол дилатации. 

Нагружающая и пластическая потенциальные поверхности не закрываются в 

области гидростатического сжатия. Следовательно, конститутивная модель не мо-

жет надёжно описать неупругий отклик при сильном сжатии. Эта модель даёт ре-

зультаты близкие к гидростатической модели. 

Анализ показывает, что на текущем этапе развития расчётного моделирова-

ния пока не удалось в достаточной степени учесть все описанные выше нелинейные 

особенности средствами МКЭ [279], применяемыми даже в современных CAE-

системах [174, 266, 267]. 
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Следует заметить, что, несмотря на многочисленность моделей описания 

предельного состояния бетона, избежать погрешностей представления числовых 

моделей его поведения не всегда удаётся [20, 123, 174, 238, 286]. Дело в том, что 

такой фактор нелинейности расчётных моделей, как наведённая анизотропия мате-

риала элементов несущей конструкции, не присутствуют в них как доступный для 

анализа фактор. Имеются расчётные ситуации, когда наведённая анизотропия себя 

проявить не может: например, малые значения коэффициента армирования растя-

гиваемых и изгибаемых несущих элементов, малые прогибы при сжатии или про-

сто сжатие, балки со значительным коэффициентом армирования или феномен 

утраты несущей способности на стадии образования трещин. В таких случаях про-

блемы большой погрешности в определении характеристик НДС не наблюдается. 

Однако в других случаях требуются специализированные приёмы, чтобы «под-

править» точность расчёта. В качества варианта решения применяют создание фиктив-

ной анизотропии в объёме расчётного элемента. К сожалению, эффективность этого 

подхода не очень велика [174, 225]. 

1.3 Моделирование грунтового основания  

Наблюдаемые проблемы с поведением зданий и сооружений в период экс-

плуатации показывают, что часть этих проблем связана с недостоверность прогноза 

совместной работы системы «здание-основание». Частью этой же проблемы явля-

ется расчёт собственно фундамента, лежащем на основании из грунта. 

Исследователями указанной проблемы занимаются достаточно активно. Ей 

посвятили свои работы многие российские учёные: Н.И. Безухов, А.Н. Богомолов, 

М.Н. Гольдштейн, М.И. Горбунов-Посадов, Ю.К. Зарецкий, М.В. Егоров, 

П.А. Коновалов, Е.Н. Курбацкий, В.В. Леденев, И.Я. Лучковский, 

Ю.Н. Мурзенко, В.Ф. Седорчук, Е.А. Синицин, Г.М. Скибин, З.Г. Тер-Мартиросян, 

Е.И. Шемякин, Д.Д. Баркан, А.З. Кац, В.И. Колчунов, И.И. Гольденблат, 

В.И. Травуш, А.Г. Назаров, О.В. Мкртычев, П.Л. Пастернак и др. [17, 22, 41, 42, 53, 

54, 65, 90, 138, 167, 174, 178, 188, 196, 222, 225, 233, 255–257, 261, 280, 288, 303, 

308, 316, 325, 328, 330, 334]. 
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В данных работах теория исследуемого вопроса основывалась на гипотезе 

возникновения в основании ограниченных объёмов грунта, переходящего в пласти-

ческое состояние [41, 42, 174, 178, 220, 230, 261, 280]. 

Классификация моделей, базирующихся на возможности представить отклик 

грунта на нагружение диаграммами деформирования в координатах (напряжение, де-

формация) дана в [42, 167, 169, 170, 178, 328]. Результаты теоретического моделиро-

вания в этом случае представлена весьма сложными математическими моделями, по-

лучение по которым числовых массивов данных об НДС, даже в исследовательских 

целях, является практически неосуществимым на практике. Во всяком случае, в насто-

ящее время нет приемлемого программного обеспечения, которое было бы доступно 

для массового практического использования. Отсюда – широкое распространение для 

целей реального проектирования модели упругого основания [174]. 

Анализируя модели упругого грунта (деформируемого основания), их можно 

классифицировать следующими условными группами и обобщёнными оценками: 

- модели основания как массива двухузловых упругих связей постоянной 

(А.Н. Крылов, П.Л. Пастернак [65, 138, 174, 188] и др.) или переменной [65] жёст-

кости; достоинства моделей заключаются в простой реализации учёта присутствия 

отпора грунта нагрузкам, приходящим с фундамента; недостатком – весьма при-

ближённое отображение реальной картины деформирования грунта под основа-

нием (деформируемые зоны грунта  вне площади фундамента игнорируются); 

- модели основания как упругого полупространства (работы [65, 233]); к досто-

инствам следует отнести подключение аппарата математической теории упругости, что 

сделало возможным отображать свойства грунта параметрами упругой сплошной 

среды; к недостаткам относится отсутствие границ реагирующего грунтового про-

странства и, как следствие, включение в работу объёмов, расположенных далеко от 

площади фундамента, что противоречит реальному распределению НДС грунта: значе-

ния характеристик НДС грунта быстро затухают вдали от площади опирания; 

- модели основания как многослойного упругого ([65, 174, 178]); достоин-

ством моделей является приближение к реальным свойствам грунта путём дискре-

тизации его объёмов по глубина залегания, что позволяет использовать экспери-

ментальные данные в параметрах, описывающих модели сплошной среды при ко-

нечных значениях этих параметров; кроме того, появилась возможность учитывать 
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геометрию пластов грунта, определяемую на основе данных бурения; недостатки 

подхода связаны с невозможностью отказаться от представления о массивах грунта 

как двумерных объектах с осреднёнными механическими свойствами, что вносит 

рассогласование с данными о поведении грунта в эксплуатационный период; 

- модели основания как многопараметрического объекта, например 

П.Л. Пастернак [138, 188] и др.; достоинства разрабатываемых в этой группе моде-

лей в большой поисковой работе по определению оптимального числа многопара-

метрической модели поведения грунта с привлечением возможностей развитого 

математического аппарата; недостатком является недостаточная универсальность 

и отсутствие инструментария для практического их применения. 

Градация моделей, пусть и упрощённая, позволяет определить направление по-

иска подходов, которые позволяют, оставаясь в рамках ориентации на опыт эксплуата-

ции, с одной стороны, и экспериментальные данные, с другой, предлагать новые модели.  

Важной составляющей совершенствования моделей должна стать возмож-

ность более точного прогноза значений характеристик НДС фундамента. Для этого 

следует учитывать нелинейную работу композиционного сочетания бетона и его 

арматуры на фоне эффектов, которые связаны с повреждаемостью бетона, ведущей 

к уменьшению значений параметров его жёсткости, и его выходом за пределы ли-

нейной модели сопротивляемости. 

В этой связи заметим также, что наиболее близкими к эксперименту и прак-

тике оказываются модели, основанные на трёхмерной модели теории упругости, 

которая сочетается с учётом нелинейных свойств работы грунтов. Такой подход 

выгодно отличает такие модели от моделей ЛДО (линейно деформируемые осно-

вания) и им подобных [65]. Кроме того, модели из объёмных элементов обладают 

очень большой наглядностью и при анализе деформированного состояния, и при 

анализе напряжений в основании. 

1.4 Теория и опыт исследований НДС конструкций,  

эксплуатируемых в химически активных средах 

Проблема активности окружающей среды в отношении поведения несущих 

конструкций сооружений сформировалась достаточно давно, так последствия 

этого «партнёрства» легко визуализировались даже при простом внешнем осмотре 

конструкций. В частности, широко известны случаи обрушения сооружений 



 - 65 -  

вследствие процессов коррозии, и не только металла [253]. Появились работы, с 

систематизацией аварийных ситуаций, связанных, в том числе и агрессивным воз-

действием внешней среды, под общим названием «Аварии строительных (металли-

ческих, железобетонных, … конструкций» [21, 22]. Так что проблема всегда была 

для строителей актуальной и не утратила своей остроты и по сей день. 

Результатом взаимодействия химически активных компонентов окружаю-

щей среды и материалов несущих элементов строительных конструкции в перечне 

последствий имеет, например, водородное охрупчивание стали арматуры в железо-

бетоне – массово применяемом материале современного строительства. 

Очень агрессивным и в то время распространённым компонентов окружаю-

щей среды является хлорид, которые в разных концентрациях используется:  

- в технологических процессах;  

- для борьбы с явлениями обледенения;  

- содержится в морской воде; 

- появляется в грунтовых водах, насыщающих грунтовые основания и др. 

 

Рисунок 1.12 –  Аппроксимации функции изменения скорости корризии 

в зависимости от уровня концентарции химически активного компонента 

и параметра площади поверхности взаимодействия 

Как и всегда с появлением серьёзных актуальных задач, появляются исследо-

вания, воспроизводящие проблемную ситуацию в модельном или натурном 
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эксперименте. На рисунке 1.12 представлены результаты опытов по погружению 

образцов различных материалов в концентрат хлористого калия. 

На рисунке 1.12 использованы следующие обозначения: 

(––––) – ограниченный размер поверхности взаимодействия (Эванса и 

Боргманн); 

(– – –) – полная поверхность взаимодействия (Бенеу, Стюард, Ли).  

(◘    ◘) – точки экспериментальных значений.  

Работа Ю.Р. Эванса содержит обширный материал по опытам и их результа-

там. Графики рисунка 1.12 интересны тем, что показывают многофакторность ре-

зультатов взаимодействия материала и агрессивной среды – здесь и площадь по-

верхности взаимодействия, и уровень концентрации, и форма поверхности, и её аб-

солютная величина. 

Одним из основателей исследований в обсуждаемом направления в новейшей 

отечественной истории был Г.В. Акимов [4]. В его работе был расширен круг па-

раметров, управляющих процессом деградации материалов в взаимодействии с 

окружающей средой. Именно он обратил внимание на температуру, сопровождаю-

щее взаимодействие. Ещё одним параметром стал вид собственно химического 

процесса – электрохимический. 

Роль катализатора температуры в деградации материала в форме коррозии 

представлена в работе И.Л. Розенфельда и К.А. Жигаловой [158].  

Расширение числа параметров, управляющих результатами взаимодействия 

материалов и активной среды их окружения, продолжилось в работах Л.А. Глик-

мана и соавторов [52]. Речь идёт о явлении наводораживания и его влиянии на из-

менение значения механической характеристики, пример которого приводится на 

рисунке 1.13. 

Рисунок 1.13 демонстрирует результаты эксперимента с образцом стали 20 в 

связи с её наводороживанием. На рисунке 1.14 показан результат (кривая 2) того же 

эффекта на диаграмме деформирования образца так называемого «армко железа». 

Растёт и число наблюдающихся эффектов. Так в работе В.И. Лихтмана, 

Е.Д. Щукина, П.А. Ребиндера [97] показано, что имеет место изменение 
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длительной прочности материала. А в число параметров управления добавились 

характеристики условий экспериментов. 
E
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4
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Рисунок 1.13 – Функция зависимости 

 модуля упругости от времени [52] 

Рисунок 1.14 – Диаграммы 

деформирования [52] 

Рисунок 1.15 содержит серию графиков с результатами, которые показали 

различные марки стали в условиях взаимодействия с кислотной средой, представ-

ленной двухкомпонентным раствором кислот (0,5% уксусной и 2000 мг/л серной). 

 

Рисунок 1.15 – Функция длительной прочности в зависимости от времени 

Продолжая развитие направления многопараметрических моделей взаимо-

действия материалов и химически агрессивного окружения, Ф.Ф. Ажогин и 

Ю.К. Павлов в работе [3] обращают внимание на роль химического состава в форме 
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легирующих добавок для высокопрочных сталей, исследуя функцию изменения 

напряжения во времени. Результаты представлены на рисунках 1.16–1.17. 

Отметим, что эффекты описываемого взаимодействия включают в себя кор-

розионное трещинообразование с последующим хрупким разрушением. 

Результаты исследований Г.В. Карпенко [78] по зависимости усталости арма-

турных материалов от эффекта коррозии представлены на рисунке 1.18. 

 

Рисунок 1.18 – Функции зависимости предела усталости 

от предела прочности стали 

Данные рисунка 1.18 демонстрирует, что агрессия внешней среды может из-

менять и характер взаимосвязей между поведенческими критериями материалов. 

 

 

 

 

 

t0.5, мин  t0.5, мин 

Рисунок 1.16 – Функция изменения 

напряжения в растворе 1 

 Рисунок 1.17 – Функция изменения 

напряжения в растворе 2 
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Здесь изменение предела усталости представлено коридором 1 (внешняя среда – 

воздух) и коридором 2 (морская вода).  

Эффект взаимовлияния отмечен и другими исследователями [148], кроме того, 

продолжает возрастать и число проявляющихся эффектов, например в работе [165] 

отмечено явление увеличения объёма композиционных материалов и полимеров. 

Таким образом, в настоящее время наметилась тенденция к расширению объёма 

исследований, которые направлены как на выявление новых параметров-аргументов, 

управляющих эффектами воздействия внешней среды, так и многообразия самих эф-

фектов. Этот вывод подтверждается серией работ, обзор которых выполнен ниже. 

Данные рисунка 1.19 визуализируют экспериментально полученную функ-

цию времени прочности (длительной) стеклопластика, когда параметрами пред-

ставления является состав активной среды и температура со значением 20оС 

(Ю.В. Моисеев, Г.Е. Заиков [128]). 

 
Рисунок 1.19 – Кривые длительности прочности стеклопластика АГ-4С 

 
Рисунок 1.20 – Функция-1 зависимости от времени 

изменения относительного модуля упругости 
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Рисунки 1.20–1.21 иллюстрируют функцию зависимости модуля упругости 

от параметров, задающих вид материала, способ его изготовления, характеристики 

среды (по данным работ А.П. Федорцева и Ю.Б. Потапова [237]). 

 
Рисунок 1.21 – Функция-2 зависимости от времени 

изменения относительного модуля упругости 

Рисунок 1.22 показывает влияние на функцию изменения осевого напряже-

ния уровня влажности среды. 

 
Рисунок 1.22 – Изменения функции осевого напряжения  

Тот факт, что функциональная зависимость диффузии от времени в качестве па-

раметра влияния имеет НДС, установили Р.Д. Степанов и О.Ф. Шленский. Это вывод в 

своих работах подтвердили А.А. Шевченко, В.П. Стариков и Н.Г. Кац, а также 

В.М. Аристов, обратив внимание на особую роль напряжений сжатия [227]. 

Исследованиями В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова и В.К. Иноземцева был 

установлен такой важный параметр функции изменения диффузии, как неравно-

мерность проникновения активных ингредиентов среды в глубину поперечных се-

чений несущих элементов в виде испытательных образцов [143]. Этот факт привёл 

учёных к выводу об осреднённой оценке уровня влияния диффузии на значения 
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характеристик НДС (модуль упругости, предел прочности и др.). В дальнейшем 

В.В. Петровым, И.Г. Овчинниковым и Ю.М. Шиховым были получены оценки пре-

делов такого влияния напряжений [132] (рисунок 1.23). 

 
Рисунок 1.23 – Изменение характера функции по [148] 

Обобщая выводы, сделанные ранее, и учитывая последующие данные, можно 

утверждать, что: 

– существуют функционально-параметрические зависимости изменения свойств 

несущих объектов строительных конструкций, связанные со взаимодействием актив-

ной в химическом отношении окружающей среды; среди таких свойств находятся 

практически все механические характеристики конструкционных материалов; 

– для формализации описания упомянутой зависимости требуются параметры 

среды взаимодействия, в частности, распределение активного вещества по поверхно-

сти её контакта с материалом несущего элемента;  

– столь же важным составным параметром функции от пары аргументов (зна-

чение концентрации активного вещества; координаты местоположение точки попе-

речного сечения); 

– одним из эффектов концентрации активного компонента взаимодействия в 

точке сечения является нарушение однородности распределения свойств материала в 

пределах площади сечения, параметры которого являются функцией времени; 
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– корректная модель функционально-параметрической зависимости изменения 

свойств несущих объектов строительных конструкций, описывающей взаимодей-

ствие материала с химически активной окружающей средой, должна обладать точно-

стью численного представления результатов опытов и включать важные для приме-

нения на практике факторы влияния; 

– в качестве массива опытных данных, на которые можно опираться при по-

строении корректной функционально-параметрической модели могут быть использо-

ваны результаты, опубликованные в работе [149] (автор П.В. Селяев). 

Эксперименты этого автора отличаются разнообразием параметров условия 

их проведения. Среди таких параметров находятся тип материалов и состав ингре-

диентов, характеризующих активность среды. Ниже приводятся графические ап-

проксимации данных, полученных экспериментальным путём.  

Кривые рисунка 1.24 иллюстрируют зависимости «напряжение-деформация» 

в среде стандартной плотности. 

 

Рисунок 1.24 – Функции зависимости напряжение-деформация 

Кривые рисунка 1.25 отображают влияние корректировки параметра-

материала – используются другой заполнитель, – в условиях эксперимента, 

приведенных на рисунке 1.24. 
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Рисунок 1.25 – Функции зависимости напряжение-деформация 

в условиях мадификации материала (см. рисунок 1.24) 

Кривые рисунка 1.26 иллюстрируют влияние на функцию «напряжение-де-

формация» изменения свойств среды эксперимента при том же типе материала, что 

и на рисунках 1.24–1.25. 

 

Рисунок 1.26 – Кривые зависимости «напряжения-деформация» 

с изменениями параметра среды 

На рисунке 1.27 представлены результаты деформирования эпоксидных бе-

тонов, выдержанных в водном 20% растворе NaCl, плотностью 1,219 г/см3. 
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Рисунок 1.27 – Зависимость «напряжение-деформация» 

с изменением материала и параметра среды (составного) 

Данные рисунков 1.24–1.27 фиксируют факт уверенного влияния активности 

среды воздействия на значения ключевых параметров НДС в направлении сниже-

ния несущей способности и жёсткости. Что ещё раз говорит о необходимости со-

здания инструментов для учёта этих эффектов в расчётном моделировании. 

В частности, экспериментальные данные работы [149] могут служить основой 

для построения механико-математической модели работы слоистых железобетонных 

плит, защищённых слоями полимера, препятствующими развитию эффекта коррозии.  

Продолжая анализировать направления исследования функциональных зависи-

мостей, связывающих важные характеристики расчётной модели, обеспечивающие 

достоверность получаемым по ним прогнозам поведения несущих конструкций зда-

ний и сооружений, следует обратить внимание на проявления эффекта разносопро-

тивляемости бетона: работы Z.P. Bazant [270], H.B. Kupfer [305, 306], А.А. Трещева 

[226, 229] и других.  

Эффекты разносопротивляемости фактически делают малополезными расчёт-

ные модели традиционных разделов строительной механики и обеспечивающих эти 

разделы модели деформирования несущих элементов конструкций, опирающиеся на 

механику деформируемого твёрдого тела.  
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Серия экспериментов, результаты которых опубликованных в работах [270, 

306], убедительно доказывают, что даже незначительная нелинейность функцио-

нальных зависимостей типа «напряжение-деформация» или «усилие-перемеще-

ние» может смениться значимой нелинейностью при изменении компонентного со-

става тензора напряжений. 

Отмеченные эффекты являются результатом изменения значений механиче-

ских характеристик бетона (и не только его!) в зависимости от вида напряжённого 

состояния, что нашло своё отражение в исследованиях, проводимых в последние 

десятилетия.  

1.4.1 Кинетика химически активных сред в разносопротивляющихся материалах 

В исследованиях функционально-параметрической зависимости совокупно-

сти свойств материала, составляющих группу физико-механических, от вида 

напряжённого состояния, направление учёта феномена взаимодействия материала 

и внешней среды получило не столько интенсивное развитие. 

Необходимость интенсификации исследований в указанном направлении ар-

гументирована в работах [16, 132, 133, 149], где уровень распространённости кон-

тактов материалов несущих остовов сооружений с проявлениями химической ак-

тивности окружающей среды оценивается как актуальный для трёх из четырёх 

строительных объектов. Такому положению дел способствует, в частности, особен-

ности местоположения сооружения, например, морское побережье или наличие в 

непосредственной близости химических производств, очистных сооружений и др. 

В предыдущем пункте раздела уже обращалось внимание на отсутствие базы 

нормативной документации, управляющей расчётным моделирование при наличии 

рисков взаимодействия с агрессивными проявлениями окружающей среды и опи-

рающейся на детализированный учёт факторов такого вида взаимодействия.  

Существующие нормативные рекомендации решают обсуждаемую проблему 

по методикам классического подхода к расчётному моделированию – введением 

системы коэффициентов (запаса, безопасности, условий и др.) [16, 132, 133, 149]. 
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Между тем в работах по исследованию жизненного цикла строительного объ-

екта на стадии эксплуатации, построены модели, которые детализируют описанное 

взаимодействия, используя разнообразные, выявленные системой наблюдений и 

экспериментов эффекты зависимости значений характеристик НДС и физико-ме-

ханических свойств материалов от параметров активной среды контакта. 

Как уже отмечалось, формализация описания взаимодействия конструкционных 

материалов с окружающей средой в процессе эксплуатации, опирается, прежде всего 

на экспериментальные данные. Предложения такой формализации, как правило, появ-

ляются в тех же работах, которые содержат материалы об экспериментах. 

Первые модели были предложены в работе Г.В. Акимова [4]. Далее последо-

вали работы Г.В. Карпенко [78] и прочих известных специалистов. 

Ряд моделей был построен на базе общетеоретической методологии, исходя 

из характера взаимодействия (химические процессы), которое является необрати-

мым с точки зрения термодинамики. С применением теории механики сплошной 

среды, как способа представления материалов несущих элементов, обеспечиваю-

щего детализацию свойств материала на уровне материальной точки, был построен 

ряд моделей [16, 132, 133, 149]. Эти модели вместе с высоким уровнем общности 

получили низкий уровень практического применения, так как используемые урав-

нения математической формализации создавали трудно преодолимые препятствия 

для получения численных результатов [227]. 

Параллельно развивался подход, основанный на предположительном харак-

тере функциональной зависимости количественной оценки результатов взаимодей-

ствия от времени. В частности, была предложена функция, характеризующая ре-

зультат взаимодействия в форме коррозии (функция повреждаемости) [158, 253]: 

( )( )1 expk k t = − . (1.35) 

В формуле (1.35) смысл значений функции 
k  характеризует глубину дефекта (ка-

верны) повреждения, появившегося в ходе химического процесса. Функция двух-

параметрическая и имеет формализованные аналоги в химии, физике и механике. 
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Двухпараметрические функции такого же смысла были предложены 

A.G. Liddiard и B.A. Whitakker в работе [307]. Их выражение представлено формулой: 

( )lgk k t = + . (1.36) 

Широкому использованию описанных двухпараметрических моделей препят-

ствовало несоответствие данным, зафиксированных опытным путём: они не описы-

вают локального экстремума скорости коррозии в начальный период процесса. 

Далее, в работах [148, 165, 237], описано как развивали представление о фор-

мальном представлении функции повреждаемости в форме степенной зависимо-

сти, представляемой также двухпараметрической функцией времени: 

n

k kt = . (1.37) 

Значение показателя степени аргумента предлагалось принимать в интервале (0, 1). 

Недостатком моделей этого типа оказалась некорректируемость погрешностей, возника-

ющих в течении всего периода процесса описания экспериментальных данных. 

Идею двухпараметрической формализации функции повреждаемости про-

должил Л.Я. Цикерман в работе [243]. Для этого он использовал, аналогию к функ-

ции в механике грунтов, которая отображает деградацию грунта: 

( )
0

k
T t


 =

+
, (1.38) 

где параметры 
0  и T  идентифицируют материал по его свойствам. 

Дальнейшее развитие идеи формализации связано с переходом к описанию 

процессов массопереноса в дифференциальной форме, на основе уравнений, вхо-

дящих в состав разрешающей системы диффузии (работы R.F. Stratfull [318] и дру-

гих). Остановившись, в частности, на одномерном эквиваленте второго закона 

Фика применительно к коррозии арматуры в железобетонных несущих элементах:  

( ) ( )2

2

, ,C x t C x t
D

t x

 
=

 
. (1.39) 

В уравнении (1.39) С – функция двух переменных: времени t и координаты x, 

лежащей в плоскости поперечного сечения несущего элемента и направленной от 

поверхности вглубь материала. C(t, x) – имеет смысл концентрации ионов хлора 
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(если активным веществом среды является хлорид). Время t  отсчитывает моменты 

периода, необходимого для образования повреждения. D  – характеризует процесс 

диффузии (коэффициент диффузии).  

Варианты формулировки аналогичных по смыслу уравнений связаны с учё-

том конфигурации тела – объём тела изолирован поверхностью взаимодействия не 

полностью; начальных условий процесса – начальная концентрация активного ве-

щества C0; концентрации, которая будет достигнута в процессе, С∞.  

( ), 1
2

x
C x t C erf

Dt


  
= −  

  
. (1.40) 

Функция erf  позволяет подключить теорию вероятностей, чтобы минимизи-

ровать погрешность представления второго слагаемого в уравнении (1.40): 

( )
2

0

2
u

uerf u e du


−=  . (1.41) 

Когда во взаимодействие вступает совокупная поверхность элементов кон-

струкции, подверженных риску коррозии, то 

( ) ( )0 0,
2

x
C x t C C C erf

Dt


 
= + −  

 
. (1.42) 

Решение уравнения (1.42) можно записать в форме  

2
2

.1

.
4

крит

инк

i

C Cd
T erf

D С С

−

−



 − 
=   

−  
. (1.43) 

Здесь Tинк – длительность периода, которые требуется для образования повре-

ждений (инкубационный период). Его вычисление возможно при наличии значе-

ний констант, входящих в (1.43). Зная значение концентрации химически активной 

среды, на следующем шаге решается задача, требующая экспериментальных дан-

ных, характеризующих скорость проникновения коррозии на всю глубину сечения 

(скорость коррозионного износа) конкретного вида арматурного элемента. Эта ско-

рость и лежит в основе оценки его коррозионной устойчивости. 
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Описанная процедура оценки последствий влияния активности хлоридной 

среды на арматурные стержни работает только на условиях реальной одномерности 

процесса диффузии.  

Что касается арматуры в составе железобетона, то вопросами учёта коррозии 

и связанной с этим повреждаемости на базе многопараметрических моделей зани-

мались K. Maekawa и T. Ishida [308]. Их подход к учёту времени, связанного с кор-

розией, опирался на подключение формализации процесса коррозии методами, ко-

торыми оперирует механика материалов и её применение в механике конструкций. 

Направление на отображения связи коррозии и особенностей распределения 

характеристик НДС в несущем элементе формализовалось дифференциальными 

соотношениями в работах В.М. Долинского. Модель первых версий [16] была ори-

ентирована на функцию линейной связи между скоростью протекания процесса 

коррозии модульными значениями напряжений. В процессе совершенствования 

этой функции напряжения были заменены их интенсивностью 
i , но линейный ха-

рактер связи остался неизменным:  

0 im  = + , (1.44) 

где 
0  – независимая от компонентного состава тензора напряжений скорость фор-

мирования поврежденности; m  – относительная величина вклада компонентного 

состава тензора напряжений. Функция повреждения, имеющая смысл глубины про-

никновения под поверхность, определяется формулой накоплением во времени: 

( ) 0

0 0

,

t t

k i it dt t m dt    = = +  , (1.45) 

Метод (1.44–1.45) получил развитие в виде модели связи скорости изменения 

функции повреждения и функции времени с параметрической зависимостью от 

компонентного состава тензора напряжений: 

( ),
d

f t
dt


= . (1.46) 

Здесь f  – функция, формируемая аппроксимацией экспериментальных данных, ко-

торые учитывают значения компонент тензора напряжений. Решение уравнения 
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(1.46) производится при нулевых начальных условиях ( ), ,0 0x y = , выполняю-

щихся во всех точках поверхности, построенной в координатной системе (Х, Y). 

Применение модели В.Г. Карпунина [77] показало, что более приемлемые ре-

зультаты даёт представление экспериментальной функции в виде независимых по ар-

гументам функций: функции времени и функции напряжений, произведение которых 

и будет представлять целевую функцию f. Безразмерная функция времени представ-

ляет собой отображение влияния среды, а вторая функция – сочетания компонентов 

тензора напряжений: 

( ) ( ) ( ),f t t   = . (1.47) 

Совершенствование данной модели предложено И.Г. Овчинниковым [133]. Суть 

предложения состоит в учёте компонентного состава напряжений и тензора деформа-

ций, что позволяет ввести в модель интенсивность деформаций 
i  и фактически наме-

тить пути применения в будущем энергетического подхода к моделированию: 

( )i i п

d

dt


   = − +  при 

i п  , 0i п − =  .     (1.48) 

В уравнении (1.48) присутствуют: интенсивность деформаций, интенсивность 

напряжений постоянные  ,  , n – коэффициенты, описывающие скорость коррозии. 

Комбинируя подход В.Г. Карпунина [77] со своей моделью, 

И.Г. Овчинников, усложнил представление некоторых параметров и их сочетаний, 

сформулировав уравнение модели в виде: 

( ) ( )
m

i i п

d
t

dt


     = − +  . (1.49) 

Уравнение (1.49) в максимальной степени разделило структуру влияния агрес-

сивной среды на формальную (в виде степенной зависимости) и опытно-эксперимен-

тальную, представленную функцией ( )t  и коэффициентами  ,  , m . Такой подход 

в комплексе группирует факторы влияния на коррозию и создаёт гибкую структуру 

управления математической модели конкретикой, индивидуализирующей реальный 

объект исследования с его физико-математическими свойствами. 
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Выполненный анализ, на данном этапе, позволяет выделить факт, что влия-

ние внешней среды, связанное с изменением во времени структуры первоначально 

сплошной среды материала, отображается в виде наблюдаемых эффектов, которые 

могут быть некоторым образом классифицированы. Часть их них рассматривалась 

в этом разделе ранее. Однако существуют ещё несколько эффектов, которые обя-

заны своим существованием химической активности среды, окружающей дефор-

мирующийся несущий элемент. 

Один из таких эффектов выражается в накоплении повреждений, получае-

мых в течении времени, в результате взаимного влияния химических процессов и 

распределения характеристик напряженного состояния в условиях изменения уров-

ней и скоростей коррозии, так и характеристик НДС. 

На сегодняшний день известно достаточно большое количество моделей, кото-

рые в математической форме описывают данный эффект накопления повреждений, в 

том числе, при различном компонентном составе тензора напряжений, который полу-

чен как по линейным, так и по нелинейным расчётным моделям. 

Как правило, предлагаемые модели вводят в рассмотрение безразмерную функ-

цию повреждаемости, значения которой ограничены отрезком значений [0, 1]. Эта 

функция времени становится многопараметрической при моделировании не одного, а 

нескольких механизмов повреждаемости, включая и коррозионный. 

Эту функцию можно интерпретировать также через безразмерную функцию, 

которая связана с изначально полной сплошностью, простым выражением: 1 = − , 

где   характеризует уровень сплошности в условиях отсутствия каких бы то ни было 

воздействий на несущий элементов,   – параметр повреждаемости. 

Если принять за факт (а такой факт подтверждён в экспериментах), что суще-

ствуют прямая и обратная связи между деформированием и коррозией, то можно фор-

мализовать это утверждение в форме  

( ),   = . (1.50) 

Используя разделение переменных в (1.50), получим: 

( ) ( )f   = . (1.51) 
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Тем самым, предлагается использовать некоторый закон деформирования ( )f   типа 

( )  , поручив исследователям-экспериментаторам построение функции ( )  . 

Вместо полностью экспериментально определяемой функции ( )   можно 

применить вариантный подход, который напрямую связан с функцией повреждае-

мости (t, …), являющейся аналитическим решением многопараметрического диф-

ференциального уравнения типа: 

( ), ,
d

S
dt


 =  . (1.52) 

Решение уравнения (1.52) в аналитическом виде подразумевает, что тип этого 

уравнения будет обыкновенным дифференциальным после расшифровки закона 

деформирования ( )   и определения подмножества значений параметров S, среди 

которых предполагается и наличие отвечающих за эффективное представление 

процесса коррозии, а также свойств материала. Последнее условие опять-таки мо-

жет быть выполнено только с использованием экспериментальных данных. Что ка-

сается используемых начальных условий, то они достаточно тривиальны: |t = 0 = 0. 

Описанный подход в части параметров повреждаемости сплошности был ис-

пользован при построении моделей в работах В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, 

В.К. Иноземцева и их учеников [132–137]. Разрабатывались всевозможные моди-

фикации моделей, процесс совершенствования которых увенчался работой 

В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова [136], где авторы, помимо аналитического обзора 

вариантов моделей по учёту коррозии, формулируют задачу, чрезвычайно важную 

для строителей-проектировщиков: задачу прогноза долговременной прочности не-

сущих остовов из различных конструкционных материалов в условиях активно 

протекающих процессов химической агрессии со стороны окружающей среды.  

Развивая это направление, В.В. Петров, В.К. Иноземцев и др. [150] рассмат-

ривают конкретные несущие элементы строительных конструкций, исследуя НДС 

пластинок и оболочек, выполненных из конструкционных материалов. Специально 

для решения поставленных задач был модифицирован численный метод решения 

новых усложнённых модельных уравнений, что ознаменовало собой выход изыс-

каний в область практического применения. 
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Развитие описанных решений продолжилось в работах В.В. Петрова, И.Г. Ов-

чинникова, В.К. Иноземцева и ряда их последователей [132–137, 148–150, 165, 211, 

226, 227, 229]. 

Вариантом подхода к решению задач взаимодействия строительных матери-

алов несущих конструкций с химически активной внешней средой стал метод ап-

проксимаций экспериментальных диаграмм деформирования, которые в подавля-

ющем большинстве могут быть охарактеризованы как нелинейные. Такие диа-

граммы полностью раскрывают детали связи внешних воздействий с характеристи-

ками НДС, когда реализация связи проходит под управлением всей совокупности 

факторов влияния: от свойств материалов в любой момент времени до характера 

внешних воздействий, включая изменение их параметров. 

Такая точка зрения было реализована в моделях, предложенных в работах 

А.А. Гвоздева, М.М. Холмянского, В.М. Бондаренко и др. В работе Н.И. Карпенко 

[82, 83], где выполнен критический анализ моделей подобного типа, из которого 

следует, что их применяют для аппроксимации опытных данных в качестве поль-

зующихся популярностью стандартных видов функций: полиномиальных, степен-

ных и экспоненциальных, представляющих зависимости типа.  − . 

Такой же анализ был выполнен для узкого круга широко применяемых в 

строительстве материалов и их композиций – бетона и арматурной стали (работа 

И.Г. Овчинникова и Н.С. Дядькина [136]).  

Построение моделей в рамках теории сплошного континуума несущих элемен-

тов конструкций проведено группой авторов в составе В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, 

В.К. Иноземцева [132–137, 148–150]. Разработка моделей преследовала две практиче-

ски важные цели: учесть конструктивную слоистую структуру несущего элемента и де-

фекты однородности материала слоёв, возникающих как следствие химических про-

цессов. Разработчики ввели понятие «фронт изменения механических свойств», кото-

рое формализовали пространственно-временной функций. Результаты моделирования, 

реализованные в расчёте, показали, что подход имеет определённые преимущества при 

практическом использовании. К достоинствам построенных моделей следует отнести 

сравнительную простоту математической задачи и малые погрешности при сравнении 

с данными экспериментов. 
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Актуализируя проблему уточнения прогноза долговечности конструкций из 

железобетонных несущих элементов [148–150], изучали возможность использова-

ния функций, которые напрямую отображали бы показатели изменения значений 

критериальных параметров во времени, связанных с жёсткостью и несущей спо-

собностью. Получение подобных функций, описывающих деградацию, предпола-

галось организовать в ходе экспериментальной деятельности. 

Оценочный подход к возможности противостояния несущей конструкции агрес-

сии внешней среды развивался в работах В.М. Бондаренко и его соавторов [30, 31]. 

Модели взаимодействия со средой, в которой присутствуют конкретный 

агрессивный компонент – Na2SO4, разрабатывались коллективом авторов в составе 

Б.В. Гусева, А.С. Файвусовича и В.Ф. Степановой [58]. Особое внимание в их ис-

следовании уделено стадии разрушения несущих железобетонных элементов как 

результат совместности присутствия стандартных нагрузок и комплексного влия-

ния особенностей окружающей несущую конструкцию среды. 

Свою точку зрения на подход к моделированию последствий совместного 

действия нагрузок и рассматриваемых особенностей окружающей конструкцию 

среды предложил А.И. Попеско [157]. Оригинальность подхода заключается в ис-

пользования эквивалентных модулей деформации. Их собирательный, относи-

тельно геометрии конструкции и свойств несущих элементов, характер позволил в 

рамках расчётного моделирования получать массивы числовых данных при поша-

говом учёте изменения деформирующейся геометрии заданной расчётной схемы. 

Учитывая большой объём данных, полученных в результате эксплуатации со-

оружений из железобетона, D.M. Frangopol [277] обратился к методам теории веро-

ятностей при интерпретации протекания процессов коррозии и деформирования, 

полагая свойства бетона нелинейными.  

Подводя итоги анализа материалов в обзоре источников информации о раз-

ных аспектах взаимовлияния активной внешней среды и материала несущих кон-

струкций, можно утверждать, что экспериментальные данные указывают на глубо-

кую взаимосвязь практически всех характеристик НДС, критериальных парамет-

ров, параметров среды, всего разнообразия свойств материалов. Важнейшим фак-

тором этой связи, является её изменчивость во времени как по характеру и числу 

определяющих её функций, так и по значениям элементов подмножеств 
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определяющих параметров и их сочетаний. Более того, в процессе функционирова-

ния упомянутой взаимосвязи обнаруживаются даже явления деградации первона-

чальной сплошности и однородности среды материалов несущих элементов. 

В таких условиях не является удивительным факт отсутствия универсальной 

теоретической модели, охватывающей все стороны реального взаимодействия 

строительной и активной окружающей среды. Ограничиваясь критериями в форме 

оценок погрешности и уровня противоречивости соответствия опытным данным, в 

качестве наиболее приемлемых для практического применения моделей следует 

признать модели В.В. Петрова и И.Г. Овчинникова [132–137].  

В диссертационном исследовании для целей совершенствования упомянутых 

выше моделей Петрова-Овчинникова, применительно к разносопротивляющимся 

материалам в составе строительных конструкций, использовалась обобщённая тео-

рия деформирования этих материалов Матченко-Трещёва [118, 119, 174, 229], ко-

торая доказала свою универсальность целым рядом новейших результатов, соот-

ветствующих экспериментальным испытаниям.  

Чтобы сохранить максимальный уровень общности в учёте нелинейных механи-

ческих свойств материалов и учитываемых воздействий, автором диссертационного ис-

следования была использована формальная запись системы определяющих соотноше-

ний в пространстве нормированных напряжений с привлечением оптимального, для це-

лей исследования, потенциала деформаций. Конкретизация параметров воздействия 

химически агрессивной окружающей среды учитывалась в рамках подхода к модели-

рованию, разработанного В.В. Петровым и И.Г. Овчинниковым (функция деградации). 

Практические результаты применения обобщённой теоретической модели 

были получены для многослойных армированных плит с защитным покрытием под 

воздействием хлоридсодержащей среды. Для получения числовых моделей работы 

плит был создан комплекс программ на базе новой модели гибридного конечного 

элемента [183–185]. 

1.5 Термоупругость материалов, чьи механические характеристики 

зависят от вида напряженного состояния 

Температура является одним из факторов постоянного воздействия среды экс-

плуатации на строительное сооружение. Экспериментально установлено (1972 г., 

P.E. Hart [290]), что коэффициент линейного температурного расширения значимую 
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демонстрирует зависимость от сочетания напряжений, развивающихся в несущем эле-

менте конструкции. 

В опытах P.E. Hart [290] фигурируют графиты AXF, ZTA и ATJ, а их целью был 

контроль изменения двух параметров: модуля упругости и коэффициента линейного 

температурного расширения. Эксперименты проводились с предварительно нагру-

женными образцами. 

Использовались одноосное растяжение и сжатие, объёмное (гидростатиче-

ское) сжатие. Учитывая наличие гранулированной структуры графита ZTA, нагру-

жение учитывало ориентацию гранул. 

В таблицах 1.2–1.3 приводятся характерные значения контролируемых в экс-

периментах параметров. Оценка влияния изменения температуры на относитель-

ные удлинения образцов при разных видах нагружения показывает, что максимум 

различий может достигать значений от 90% (одноосное сжатие) до 105% (гидро-

статическое сжатие). 

Таблица 1.2 – Изменение удлинений образцов при Т = 800 °С 

Марка 

графита 

Изменение относительных удлинений, % 

Одноосное 

растяжение 
Одноосное сжатие Гидростатическое сжатие,  

МПа 
% предела прочности 

90% 90% 60 % 30 % 206,8 103,4 

AXF – 3,0 – – 6,0 1,8 

ZTA1 –8,2 29,3 – – – – 

ZTA2 –27,8 47,0 – – 134,5 92,5 

ATJ –12,0 89,2 37,5 15,0 105,2 80,5 

Таблица 1.3 – Изменение предела прочности образцов при Т = 800 °С 

Марка 

графита 

Предел прочности, МПа Относительное удлинение 

при Т=800 °С 

(нулевое НДС) 
Одноосное сжатие Одноосное растяжение 

AXF 130,30 15,62 0,00616 

ZTA1 103,52 9,57 0,00165 

ZTA2 68,77 13,79 0,00710 

ATJ 66,35 15,63 0,00247 

Подтверждение существования связи коэффициентов линейного температур-

ного расширения с характеристиками напряженного состояния, получены также в ра-

ботах J.N. Reddy, C.W. Bert, Y.S. Hsu [312–316]. Важным в этих исследованиях 
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оказался не только факт подтверждения обсуждаемой зависимости, но и то, что под-

тверждение носило теоретический (модельный) характер.  

Выполненные в разное время исследования подтверждают, что зависимость 

от вида напряженного состояния распространяется не только на механические 

жесткости, но и оказывает влияние на термомеханические характеристики матери-

ала, причём в весьма значительной степени. Для расчётов ответственных сооруже-

ний, работающих в условиях переменной температуры, все указанные зависимости 

должны быть учтены для обеспечения достаточного уровня безопасности. 

Рассмотрим некоторые существующие теории деформирования, которые 

учитывают зависимость физических характеристик материала от напряженного со-

стояния и принимающие во внимание температуру. 

Исследуя задачи об НДС конструкций из материалов, демонстрирующих эффект 

разномодульности, С.А. Амбарцумян использовал ранее созданную им теорию с целью 

включения её в орбиту задач термоупругости, в которых температурные воздействия 

представляются независимыми видами нагрузки, которые просто добавляются в число 

действующих сочетаний [7–9]. Такие задачи принято называть задачами несвязанной 

термоупругости. Модель строилась по аналогии с уравнением Дюамеля-Неймана [130, 

284, 285], что как раз и предполагает создание дополнительных температурных дефор-

маций в качестве независимой нагрузки. В рамках этого же подхода, коэффициенты 

линейного температурного расширения 
t  не могли изменяться, а деформирование 

ограничивалось флуктуациями объёма. Кроме того, использование принципа незави-

симости воздействий требует считать, что значения параметров, характеризующих ме-

ханические свойства, также остаются постоянными. 

Моделирование температурного воздействия выполнялось в виде функции 

пространства-времени с некоторым начальным значением, удовлетворяющей урав-

нению теплопроводности. Вводилась также модификация потенциала деформаций 

со слагаемыми, учитывающими наличие температуры: 
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Здесь функция изменения температуры определена разностью текущего и 

начального значений 
0T T = − −  в материальной точке среды несущего элемента 

при нулевом НДС.  

На тех же основах продолжилось построение моделей в работах 

Н.Г. Тамурова и Г.В. Туровцева [171–173, 235]. 

Продолжение исследований привело к моделям N. Kamiya [301, 302], кото-

рый решил учесть зависимость свойств материала от температуры, оставаясь в рам-

ках теоретических основ, использованных С.А. Амбарцумяном. Доопределяя та-

кую зависимость, N. Kamiya представлял её формально, как полиномиальную сте-

пени не выше второй. 

Модели В.М. Панфёрова [139, 140] продолжили расширять область примене-

ния учёта температурных воздействий, как дополнительной причины появления из-

менения НДС в несущих элементах конструкций, применительно к огнеупорной 

керамике. Этот материал обладает свойством изменять значения параметров своих 

свойств в качестве отклика на изменение компонентного состава тензора напряже-

ний. Формализация моделей была оформлена с учётом воздействия температуры и 

свойства упругопластичности материала для условий, близких к пропорциональ-

ному нагружению: 

0
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2 ( ) ( / )[1 ( )]( )
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G Т Т e e e
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= − − +
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. (1.54) 

Здесь использованы обозначения: 
0/ [ ( ) ( / )]i i se e e T T = ; / (1 )  = + ; / iе е = ; 

2 3i ij ijе  = ; 
ij ij ije е = − ; ( ) 0ie = , 1ie  ; ( )se  −  предел текучести. 

Введённые параметры, обобщающие основные критериальных постоянные, 

представлены в виде: 
0( ) ( / ) 0G Т Т    и 

0( ) ( / ) 0se T T   . Предполагается, что 

для их определения достаточно четырёх опытов: 

- одноосного сжатия (с определением функции ( )ie ); 
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- одноосного растяжения; 

- кручения; 

- наложения на одноосное сжатие гидростатического давления. 

В исследованиях C.W. Bert и J.N. Reddy [315] рассматривается влияние знака 

напряжений на коэффициенты 
t . Для этого используется был рассмотрен элемент в 

виде многослойной плиты из ортотропного материала, по-разному работающего на 

растяжение и сжатие. Связь напряжений и деформаций автором оформляется в виде: 

11 11 12 11 1

22 12 22 22 2

12 66 12

23 44 45 23

13 45 55 13

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

kl kl t kl

kl kl t kl

kl

kl kl

kl kl

Q Q e

Q Q e

Q

C C

C C

  

  

 

 

 

−     
     

−
        

 =   
    
    
         

.         (1.55) 

Здесь k  – отображает разномодульность компонентов матрицы интегральных 

жесткостей и вектора коэффициентов линейного теплового расширения: 

- 1k =  при растяжении вдоль направления армирования; 

- 2k =  при сжатии вдоль направления армирования; 

- 0k =  при отсутствии разницы в реакции на смену направления. 

Именно переключателем k осуществляет учёт зависимости Q , C  и 
t  от вида 

текущих деформаций по направлениям расположения армирующий волокон. Слои 

идентифицируются номером l . 

Расширяя возможности теоретического подхода и практических потребно-

стей, для формализации явления наведенной анизотропии с учётом нелинейности 

в условиях термомеханического воздействия, привлекают пространство шести из-

мерений, предложенное А.А. Ильюшиным [62, 63]. 

В работе [163] предложена идея, которая заключается в том, чтобы в про-

странстве А.А. Ильюшина с помощью аддитивной составляющей векторного пред-

ставления определяющих соотношений учесть влияние температуры по всем 

направлениям анизотропии: 

( )( ) ( )
1

0

0

,
m

Э С c i i i e a T T  


   
−

=

 
= + + +   + − 

 
  



 - 90 -  

где a  – вектор пространства А.А. Илюшина, шесть компонентов которого вводят в 

определяющие соотношения коэффициенты линейного температурного расширения, 

связанные с анизотропией. Другие обозначения определяют компоненты определяю-

щих соотношений для анизотропии объёма материала без учёта температуры. 

Рисунок 1.28 иллюстрирует результаты моделирования на базе подхода 

М.Ю. Соколовой и Ю.В. Астапов в сравнении с данными опытов, предоставленным 

работой [163]. 

 

Рисунок 1.28 – Данные для оценки теоретической модели Соколовой-Астапова 

На рисунке 1.28 сплошными линиями представлены результаты аппрокси-

мации экспериментальных данных, которые идентифицируются точками. 

Расширение круга эффектов, связанных с температурным воздействием, выпол-

нено в С.М. Шляхова [262, 263], который вводит в свою модель фактор пористости ма-

териала несущего элемента. Формализация учёта пористости вводится посредством 

представления модулей одномерными полиномами степени не выше второй: 
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в выражении (1.56) использованы обозначения: E(z) – функция модуля упругости, 

индекс «0» относится к начальному значению модуля; (z) – функция коэффици-

ента Пуассона, «0» относится к начальному значению коэффициента; T  и P  – тем-

пература и пористость в материальной точке; 
1 2 1 2 1 2 3, , , , , ,k k a a c c c  – постоянные. 

В модели С.М. Шляхова для представления пористости применяется безраз-

мерное выражение, функциональность которого обеспечивается функциями нор-

мальных напряжений   [262]: 

0 1 1 3 ;P P
E E

   
= − +  

  
 

здесь E – модуль упругости материала без пористости, а индекс «0» при 
0P  отно-

сится к начальному её значению. 

Оставаясь в рамках теоретических моделей несвязанной термоупругости, 

можно предлагать модели на основе любых определяющих соотношений, описываю-

щих разносопротивляемость, что наглядно демонстрируют работы [62–64, 95, 96, 

146–147, 163, 173, 218, 231, 232, 252, 262, 263, 278, 283–285, 300, 302, 315, 323, 324]. 

Значительно меньше моделей предложено для связанной термоупругости, 

которая не только учитывала бы взаимовлияние температурных и механических 

воздействий, но и предлагала бы это делать для материалов, демонстрирующих эф-

фект разносопротивляемости.  

Для этого направления разработки моделей была предложена методика 

А.А. Трещёва – Н.М. Матченко [62–64, 119, 231, 232], использующая специализи-

рованную модель для разносопротивляющихся материалов, которая оснащена за-

мыкающими разрешающую систему уравнений соотношениями связности полей 

напряжений и температур, полученную в рамках теории неравновесной термоди-

намики. Важно отметить, что в результате высокого уровня обобщённости базовых 

разрешающих уравнений, удалось отказаться от гипотезы ограниченности диапа-

зона указанной связи как для значений температур, так и для величин напряжений.  

Результирующая термомеханическая модель относится к классу квазилинейных, 

поскольку оперирует малыми значениями относительных приращений температуры. 

Отсюда и проистекает квазилинейность [331], так как при таком уровне пошаговых 
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изменений температуры уровнем их влияние на характеристики НДС и характеристики 

свойств материала в пределах отдельного шага можно пренебречь. В качестве независи-

мых параметров можно принять компоненты тензора напряжений ij  и температуру T . 

Как и в других моделях, нелинейные свойства материала (в данном случае 

разносопротивляющегося) учитываются с привлечением пространства нормиро-

ванных напряжений, идеи и способы применения которого изложены в [118, 119]. 

Используется также термодинамический потенциал Гиббса, который в общем виде 

представляется соотношением [218, 231, 232] 

0( , , , ).Г Г S T =  (1.57) 

Для конкретизации вида функции (1.57) используется своеобразный вариант 

метода разделения переменных в форме: 

- зависимость от нормы второго пространства 
0S  считать полиномиальной;  

- аргументами функций-коэффициентов разложения считать инвариантов  ,   

и температуру.  

Применяя положения, принятые выше, и второе нормированное простран-

ство, получает нелинейное соотношение:  

2

0 1 0 2 0( ) ( , , ) ( , )Г а Т а Т S a S   − = + + .                          (1.58) 

Функция (1.58) удовлетворяет условия обнуления энергии Гиббса при нуле-

вом начальном НДС и отсутствии начальной температуры.  

Функции-множителя параметра 
iа  авторы раскладывают в степенные ряды в 

окрестности начального естественного состояния. 

Параметры, определяемые только температурой представлены выражением: 

( )
2

0

0

( )
2

а Т C
T




= . 

где C
 – теплоёмкость материала, 

0T  – начальная температура тела ([218]). 

Уравнение (1.58) отображает взаимовлияние НДС и температуры вторым 

слагаемым. Если считать, что главным фактором влияния является гидростатиче-

ское давление, то функцию-коэффициент 
1а  также можно представить отрезком 
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ряда по 
0/ S сos  = = . Отрезок этого ряда со степенью не выше второй, а по 

температуре – первой, позволяет получить приближение [218, 231]: 

       ( )11 2 1( , ) t t tа bТ b b    +=  +  . (1.59) 

Здесь аргументами являются безразмерные переменные 
0S =  и 

0S = ; 

3ij ij  =  и 3ij ijS S =  – осреднённые параметры нормальных и касательных 

напряжений; 
ij ij ijS   = − ; 

2 2

0S  = + ; 
1 2,t tb b  – постоянные. 

В итоге, уравнение (1.59) является модельным выражением зависимости ко-

эффициентов температурного расширения от компонентного состава тензора 

напряжений. 

Слагаемое с функцией-коэффициентом a2 представляет собой часть, не свя-

занную с температурой, то есть определяется механическими законами деформи-

рования. Его детализация представлена выражением: 

                    ( ) ( )22 2

1 3 2 4 52 0 co ,s) 3( ,a bS b b b b      + + += +  (1.60) 

где 
nb  –постоянные механических характеристик [231, 232], а cos3  –инвариант, 

который имеет смысл фазового.  

Преобразованный термодинамический потенциал (1.58) получает форму: 

( ) ( )

( )
( )

2 2

1 3 2 4 5

0

1 2 1

2

cos3

.
2

t t t

b b b b b

C
T

b b b

     


   

− = + +

+

+ +

 + + + 

+



 (1.61) 

Применяя приёмы той же методики, но обратившись к координатам первого 

нормированного пространства, получим преобразованный потенциал Гиббса  

        ( , , , )Г Г I III S T = ,  

который трансформируем в аналог (1.60): 

   
2

0 1 2( ) ( , ) ( , )Г а Т а Т I S a I III S  − = + + . (1.62) 

Повторяя выкладки с выражением (1.60), получим: 

1( , ) t tа Т I В А I  = + ,  

где I
 – первый инвариант напряжений в соответствующем пространстве, посто-

янными которого являются ,t tA B , как это получено в [119, 232].  
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Итоговое выражение плотности энергии Гиббса в обобщённом пространства 

напряжений № 1 определено в форме: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( )

1 1 2 2 3 3

2 2 2

1 1 2 2 3 3

3 1 2 1 2

1 2 3 2 3

2

2 1 3 1 3

0

0,5

.
2

t t t t t tГ A B A B A B

A B A B A B

C E D

C E D

C E D C
T



      

     

    

    


    

 − = + + + + + + 

 + + + + + + + 

+ + + + +  

 + + + + + 

 + + + + + 

 (1.63) 

(1.61) и (1.63) являются представлением одного и того же потенциала в разных 

системах обобщённых координат, что открывает дополнительные возможности для вы-

движения предложений, определяющих вид функций, разлагаемых в ряды.  

Эквивалентность выражений можно проверить, если использовать связь 

между постоянными в виде 
1 3t tb B= ; 

2 3t tb A= , как это показано в [232]. 

На этом фоне недостатком выглядит тот факт, что не представляется возмож-

ным описать зависимости функций-множителей 
iа  от состава компонентов тензора 

напряжений. К недостаткам следует отнести и отсутствие учёта температурных эф-

фектов в сформулированных на основе (1.61) или (1.63) постановках задач о квази-

статике и динамике объектов расчётного моделирования [62–64, 331].  

В представленной диссертационной работе предлагается модель разрешающей 

системы уравнений задач связанной термоупругости, которая позволяет брать в каче-

стве объектов расчётного моделирования материалов, нелинейность свойств которых 

определяется зависимостью от компонентного состава тензора напряжений, а меха-

нические свойства одновременно испытывают влияние изменений температуры, в 

свою очередь, вызывающих изменение механических свойств. Важно отметить, что 

исходный материала в нулевом НДС обладает заведомо нелинейными свойствами, 

которые представлены, например, явно выраженной разносопротивляемостью. 

Теоретической основой разработки этой разрешающей системы уравнений 

стал подход, описанный в работах А.А. Трещёва-Н.М. Матченко [118, 119]. 
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Но использование модели в практических целях потребовало создания модифи-

цированного конечного элемента гибридного типа, что, в свою очередь, поставило за-

дачу разработки алгоритма для получения числовых массивов, описывающих НДС 

объекта моделирования. Эта задача также была решена созданием пакета прикладных 

программ, использующего разработанный КЭ. 

В результате было выполнено решение ряда задач по определению НДС обо-

лочек разной геометрии (в плане). Полученные результаты подтвердили адекват-

ность учёта всех заявленных эффектов и взаимовлияний. 

1.6 Механика разрушения для материалов со свойствами, 

зависимыми от компонентного состава тензора напряжений 

В строительной отрасли появилась практика использования материалов, кото-

рые в условиях экспериментального исследования показывают эффекты, свидетель-

ствующие о существовании связи этих эффектов с компонентным составом матрицы 

напряжений. Среди материалов, демонстрирующих такую зависимость, находятся 

как традиционные металлы и сплавы, так и материалы, обладающие кристаллической 

структурой или пористостью (среди них материалы грунтовых и скальных оснований, 

а также материалы искусственного происхождения типа керамики).  

Разрушение несущего элемента конструкции является финишной стадией 

накопления повреждений, которые начинаются с зарождения микродефектов 

сплошности. Одним из вариантов образования микродефектов является нарушение 

однородности среды первоначально сплошного материала или нарушение целост-

ности границ контакта на уровне компонентов композиционного материала. Таким 

материалом в строительной отрасли является бетон, а на уровне компонентов 

укрепления бетона – железобетон. Имеются, конечно, и другие материалы подоб-

ного типа, которые называют композитами. 

Эффекты проявления нарушений сплошности среды материала в теории и прак-

тике расчётного моделирования оцениваются, как, правило, феноменологически. Для 

этого существует специальное понятие «аварийная ситуация». Её признаками в число-

вой модели являются значения характеристик НДС несущего элемента, которые пред-

ставлены своими сочетаниями в форме критериев предельных состояний. Важно 
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подчеркнуть, что указанные критерии не являются функциями времени или скоростей 

изменения значений характеристик НДС. Таким образом, механизмы образования ава-

рийных ситуация на микроуровне не раскрываются. 

Развитие строительной механики в направлении прогноза аварийной ситуа-

ции является важнейшим в её прикладном значении [182]. Успехи в точности опре-

деления уровня аварийности, измеряемого запасом прочности или несущей способ-

ности, зависят от точности расчётного моделирования числовой модели распреде-

ления значений характеристик НДС как в отдельном несущем элементе, так и по 

элементам конструкции.  

Углублённые подходы исследователей при решении этой проблемы требуют 

пересмотра системы гипотез по целому ряду направлений и в механике материалов, 

и в механике деформируемых твёрдых тел [153].  

Одним из магистральных направлений в совершенствовании моделей, уточ-

няющих числовую модель НДС, стало направление, в котором механизм образова-

ния микродефектов связывают с образованием трещин. Их слияние в конгломераты 

приводит к появлению макродефектов-трещин, которые под влиянием НДС спо-

собны перемещаться в среде материала несущего элемента и, в конечном итоге, 

выходя к поверхности, интенсифицировать процесс разрушения этого элемента. 

Естественно, этот процесс является стадийным, а потому задачей моделирования 

является отследить переходы между стадиями и дать критерии их актуализации. 

Такие критерии в теории вопроса формализуются в виде формул, а в расчётном 

моделирования – числовыми данными. 

Примером описанного выше подхода может служить одна из моделей, кото-

рая различает состояния упругое и состояние трещиноватости. Граница между со-

стояниями формализуется в виде ( )1 2 3, , 0F    =  в пространстве координат глав-

ных напряжений или в форме ( )1 2, , 0F I J  = , которая отражает тот же критерий в 

цилиндрической системе координат инвариантов Лодэ.  

На практике применяются частные случаи указанных формализаций, кото-

рые используют конкретный состав компонентов вектора главных напряжений. 
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Они получили названия, связанные с историй развития науки об аварийных ситуа-

циях, – критерии прочности (разрушения). 

Исследования, в процессе которых получались критерии прочности слились в 

механику разрушения, основы которой в наше историческое время составили работы 

Н.И. Мусхелишвили, С.Г. Михлина, С.Г. Лехницкого, С.А. Христиановича, 

В.В. Соколовского и др. [5, 255–260]. В процессе развития оформились теоретические 

подходы, фиксировавшие признаки разрушения на феноменологическом уровне, в тру-

дах П.П. Баландина [15], И.Н. Миролюбова [120], Ю.И. Ягна [264, 265], Г.С. Писаренко 

и А.А. Лебедева [153], а также других исследователей. 

Одной из методик совершенствования создания критериев прочности стало ис-

пользование системы координат главных напряжений, в которой феноменологически 

конструируемые соотношения можно было визуализировать поверхностью. С целью 

получения критериев большего уровня обобщённости применялись координатные си-

стемы, использующие различные системы инвариантов тензора напряжений. 

Формулируемые критерии опирались на экспериментальные данные различ-

ных материалов. Например, для материалов, обладающих свойством хрупкости, 

были получены критерии О. Мора, М.М. Филоненко-Бородича, Ю.И. Ягна, 

Е. Шлейхера, А. Надаи [5, 15, 53, 120, 153, 248] и др.  

Совершенствования первоначально предложенных критериев прочности 

привело к моделям О. Мора [53, 174] (огибающие кривые), А.Е. Цыбулько [247–

249] (разносопротивляющиеся хрупкие материалы) и др. Уточним сведения о под-

ходах, которые лежат в основе модификации критерия прочности. 

О. Мор исходил из гипотезы главенства касательных напряжений, объясняя 

это тем, что именно касательные напряжения разрушают образцы и что их предель-

ные значения учитывают сопутствующие значения нормальных напряжений. Та-

кой вывод был сделан на базе анализа большого числа экспериментов, что обеспе-

чивают практическую значимость подхода этого автора. 

Важно, что аналитическая формулировка критерия Мора допускает различ-

ные модификации, если её представить графически в пространстве обобщённых 

координат. Результатом реализации модификаций оказались критерии прочности, 
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применяющиеся для упругопластического материала и имеющие геометрическую 

интерпретацию в виде огибающих плоских кривых разного характера [53] в про-

странстве главных напряжений, представленном плоскостью Мора.  

Но все попытки модификации, несмотря на их многочисленность, не решили 

главную проблему критерия Мора – двумерное представление о системе координат 

главных напряжений.  

Критерий всё же был модифицирован А. Надаи [53, 255], который выполнил 

формализацию критерия Мора на октаэдрической площадке, что и привело к учёту 

всех компонентов вектора главных напряжений. Ю.И. Ягн предложил критерий 

[264, 265], обобщающий критерий П.П. Баландина [15], но по-прежнему не учиты-

вающий среднее напряжения среди трёх главных. 

В работах [53, 73, 174] предложена геометрическая интерпретация критерия 

прочности с использованием представления о девиаторной плоскости тензора 

напряжений. 

Скомбинированы критерии двух видов напряженного состояния (растяжения 

и сжатия) и в работе [6] (X. Альтенбах, К. Туштев), что позволило обсуждать раз-

рушение разносопротивляющихся изотропных полимеров. Связанность двух кри-

териев формализована экспонентой. Геометрическая интерпретация критерия де-

монстрирует асимптотические свойства при стремлении значения гидростатиче-

ского сжатия к нулю и бесконечности. 

Простота аналитической формулировки критерия О. Мора и по сей день сти-

мулирует попытки расширить область его применения для феноменологической 

трактовки некоторых эффектов, обнаруживаемых опытным путём.  

И хотя опытные данные в достаточной полноте отображают ситуацию с ис-

пытуемым образом, попытки втиснуть эти данные в критерии типа Мора, могут 

быть успешными только при воспроизведении условий эксперимента. Реальные же 

испытательные образцы – несущие элементы, – таким требования соответствовать 

не могут. Отсюда проистекает утрата главного достоинства предложений типа кри-

терия Мора – опоры на экспериментальные данные.  
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Поэтому были продолжены поиски теоретических подходов к созданию фор-

мулировок критериев прочности (разрушения), но на более широком поле поиска. 

Вариантом изменения характера основы для обоснования теории критерия 

является обращение к инвариантной трактовке составляющих характеристик НДС, 

отвечая на вопрос о том, какой из инвариантов отвечает за изменение формы, а ка-

кой – за изменение объёма. Таком образом, представление Мора о главенствующий 

роли касательного напряжения заменяется представлением о роли девиатора тен-

зора напряжений (его второго инварианта), а роль нормальных напряжений отво-

дится шаровому тензору. Процесс нарушения прочности (разрушения) теперь со-

провождается изменением формы (разрыхление с образованием трещин) и объёма 

(раскрытие трещин и выход их на поверхность несущего элемента). 

Отсутствие единого критерия прочности даже такого совершенного материала 

как сталь, указывает на то, что такая задача для пористых материалов, обладающих 

свойством хрупкости, разномодульным сопротивлением и другими усложняющими 

деформирование свойствами, является ещё более сложной.  

В этих обстоятельствах, руководствуясь идеями классиков механики в области 

прочности (О. Мора, Р. Мизеса, А. Надаи и др.), можно исследовать возможность рас-

ширение класса материалов с едиными критерием прочности при различающихся их 

свойствах, включая пористость. Именно к таким критериям относятся предложения 

П.П. Баландина [15] и Друккера – Прагера [53, 174]. Испытания при трёхосном напря-

жённом состоянии показывают, что зависимость между первым инвариантом тензора 

и вторым инвариантом девиатора при малых напряжениях сжатия можно графически 

аппроксимировать некоторой кривой. При дальнейшем увеличении напряжений эта за-

висимость асимптотически приближается к прямой, а поверхность прочности (текуче-

сти) к круговому цилиндру. 

Несмотря на значительное количество работ по механике разрушения, в том 

числе для разносопротивляющихся материалов и материалов, чьи механические 

свойства зависят от вида напряжённого состояния, существующие подходы и опре-

деляющие соотношения не описывают всего многообразия реальных процессов 

разрушения. Наиболее сложным случаем является разрушение композиционных 
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материалов, где стадия рассеянного разрушения является достаточно сильно выра-

женной, и магистральная трещина зачастую продвигается уже по повреждённому 

материалу. Возникновение микродефектов является причиной последующего 

окончательного разрушения, именно они влияют на механические и физические 

характеристики материала, значение модуля упругости, предела пропорционально-

сти, поверхность текучести и другие параметры модельного представления о ста-

диях и критериях этого явления. 

Как правило, для каждой конструкции имеется стадия деформирования, ко-

торая характеризуется образованием дефектов в материале, их накоплением и об-

разованием трещины, что может приводить к полному разрушению несущего эле-

мента в процессе эксплуатации. Вблизи вершины трещины существует особая об-

ласть, в которой происходят процессы образования и развития трещинообразова-

ния. В связи с этим, значимый интерес для механики твёрдого тела и механики раз-

рушения, представляет собой решение задачи о распределении напряжений и де-

формаций около вершины трещины при наличии дефектов материала в этой обла-

сти. Математическое и числовое описание такого распределения позволяет более 

точно представить механизмы разрушения для различных материалов, в том числе 

для обладающих неклассическими свойствами. Наличие таких данных даст допол-

нительную информацию о процессах и причинах разрушения твёрдых деформиру-

емых тел, что поможет совершенствованию критериев прочности.  

В диссертационной работе на базе применения методики нормированных 

пространств напряжений, предложенной А.А. Трещёвым, Н.М. Матченко, впервые 

решена задача механики разрушения для полубесконечной пластины из нелиней-

ного изотропного материала, свойства которого зависимы от компонентного со-

става тензора напряжений, с учётом дефектов в форме трещин нормального раз-

рыва и сдвига. Продемонстрированы возможности решения задач механики разру-

шения с помощью представленных в диссертации определяющих соотношений для 

начально-изотропных материалов, чьи механические свойства зависят от вида 

напряжённого состояния. 
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1.7 Выводы по главе 1 

Выполненный аналитический обзор позволяет сделать следующие выводы: 

1. Нормативные требования по расчётному моделированию принимают во 

внимание действующие методики, которые практически не ориентированы на не-

линейное моделирование. Линейные же модели вполне обходятся упрощёнными 

представлениями как о топологии расчётной схемы, так и о методике расчётов, ос-

новываясь, фактически, на достижениях сопротивления материалов и классической 

строительной механики. Такая ситуация приводит к повышенному уровню погреш-

ностей числовой модели прогнозного поведения конструкции, так как действитель-

ное распределение характеристик НДС и их значений мало помогает в оценке ис-

точников возможных аварийных ситуаций. По этим причинам требуется дальней-

шее совершенствование нормативной базы в области расчёта железобетона на ос-

нове новых теоретических и расчётных моделей поведения материалов в составе 

строительных конструкций.  

Рассмотренные модели бетона в качестве разносопротивляющегося матери-

ала слишком большое внимание уделяют отдельным экспериментально обнару-

женным факторам механической работы, но не рассматривают прочие их в сово-

купности. Например, игнорируются дилатация и зависимость деформационных ха-

рактеристик бетона от компонентного состава тензора напряжений, несмотря на 

современный уровень развития МКЭ и проработки численных методов реализации 

расчётных моделей в системах CAE. 

2. Расчётное моделирование фундаментов на практике применяет модели 

упругого поведения деформируемого основания. Такие модели не могут давать 

адекватный прогноз распределения значений характеристик НДС в течении срока 

эксплуатационного периода. Причины такого положения заключаются в отсут-

ствии в широком применении моделей работы системы «здание + основание», так 

как подобный подход требует сугубо нелинейного расчётного моделирования, ко-

торое учитывало бы изменения и механических характеристик материала, и его по-

врежденности, и воздействия окружающей среды, и изменение свойств грунтового 

основания во времени.  
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3. Согласно статистике, около 75% существующих зданий и сооружений в 

эксплуатационный период своего существования испытывают воздействие хими-

чески активной окружающей среды. Это относится и к атмосфере, и к грунтовым 

водам, и к деятельности производств, совершающих выбросы концентрированных 

составов активных ингредиентов.  

Наблюдения и прямые эксперименты доказывают существования ряда эффектов, 

которые вызываются в материале несущих элементов агрессией окружающей среды. 

К сожалению, приходится констатировать, что до сего времени нормативная 

документация мало способствует распространению наработанных моделей влия-

ния химически активных эксплуатационных сред, в которых излагаются методы 

учёта факторов изменения физико-механических свойств материалов строитель-

ных конструкций под указанными воздействиями. Между тем, эти воздействия 

продолжают уменьшать проектные запасы прогнозной жизнеспособности и безава-

рийности, зато возрастает экономическая составляющая стоимости стадии эксплу-

атации строительного объекта в его жизненном цикле.  

Что касается существующих теорий учёта последствий взаимодействия ма-

териалов несущих элементов с окружающей средой в её агрессивном проявлении, 

то их структура ориентирована на экспериментальные данные, что вполне понятно. 

Но единого источника таких данных нет, а в его отсутствии наблюдаются разно-

гласия и в теоретических моделях. Однако исследования продолжаются. В частно-

сти, такие факторы нелинейного поведения конструкционных материалов, как раз-

носопротивляемость и повреждаемость, могут существенно уточнить получаемые 

прогнозные модели НДС в условиях химически активной окружающей среды. 

4. В настоящее время исследователями проявляется значительный интерес к 

взаимодействию температурного и силового нагружения, которое закреплено вве-

дением термина «связанная термоупругость». На самом деле проблема ставиться 

более широко, так как рассматривается весь диапазон характеристик НДС, точно 

также как новые виды учитываемых эффектов поведения материалов: повреждае-

мость, анизотропия, разносопротивляемость и др.  

Новые модели связанной термоупругости создаются с использованием соот-

ношений термодинамики и вариационного подхода. Это позволяет формулировать 
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более общие постановки для разрешающей системы механико-математических мо-

делей. В том числе, более полно учитывать наработки нелинейных направлений в 

строительной механике, механике деформируемого твёрдого тела, вычислительной 

механике. Такой подход обещает обогатить представление о механических эффек-

тах деформирования температурной составляющей этих эффектов в рамках одной 

модели. Понятно, что без новых вычислительных алгоритмов для решения соответ-

ствующих систем уравнений выйти на уровень практического применения даже са-

мых совершенных построений не удастся, поскольку по-прежнему мерилом досто-

верности моделирования остаются экспериментальные данные 

5. Существование аварий строительных объектов не позволяет ослабить ин-

тенсивность исследований в области прочности несущих конструкций и поиска 

факторов их обрушения. В основе таких исследований находятся поиски достовер-

ного описания разрушения отдельного несущего элемента. Однако на сегодня из-

вестно, что получить достоверную информацию о состоянии несущего элемента 

можно, только располагая точными количественными значениями характеристик 

НДС. Что же касается теоретических предложений по механико-математической 

формализации, которые предоставляют такую возможность, то их ищут на путях 

учёта всей совокупности нелинейных свойств материала, проявляющихся в самых 

разнообразных условиях деформирования.  

В этой связи последовательность событий дефект-повреждение-микротре-

щина- макротрещина-разрыв сплошности материала стала одним из направлений в 

теоретической механике разрушения. Особые надежды возлагаются на экспери-

ментальные данные, подтверждающие наличие зависимости механических харак-

теристик конструкционных материалов от состава ненулевых компонентов тензора 

напряжений. Такая зависимость получила наименование «зависимость от вида 

напряжённого состояния». Результаты исследований в этом направления показы-

вают их перспективность и актуальность. 
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2 ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 

ДЛЯ РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩИХСЯ МАТЕРИАЛОВ 

Деформационные и прочностные характеристики композитных материалов, 

таких как железобетон, проявляют зависимость от компонентного состава тензора 

напряжений, которая при эксплуатационных нагрузках оказывается нелинейной. Для 

определения НДС нелинейных разносопротивляющихся материалов был предложен 

ряд определяющих соотношений [1, 7, 8, 25–28, 32, 43, 44, 55, 56, 68, 75, 88, 99, 102–

104, 106, 109, 110, 121, 122, 127, 140, 142–144, 159–161, 171, 191–193] и прочие. 

Однако, практически все указанные модели имеют недостатки, ограничивающие их 

применение для расчёта конструкций, находящихся в сложном напряжённом 

состоянии [118]. Поэтому в данном диссертационном исследовании используется 

вариант уравнений состояния изотропных разносопротивляющихся материалов, 

базирующийся на методике нормированных пространств напряжений [118]. 

Проведённый анализ существующих методик по определению НДС кон-

струкций, выполненных из физически нелинейных материалов со свойствами, за-

висимыми от компонентного состава тензора напряжений, показал, что на данный 

момент не существует единых рекомендаций по выбору качественных характери-

стик состояния деформируемых сред. Так же было показано, что непротиворечивой 

и наиболее подходящей является методика, предложенная А.А. Трещёвым, 

Н.М. Матченко [118, 119, 174]. В своих работах авторы предлагают использовать 

для определения НДС два пространства нормированных напряжений. 

2.1 Методика нормированных пространств напряжений 

для материалов, механические характеристики которых 

зависят от вида напряжённого состояния 

В предложенных Н.М. Матченко и А. А. Трещёвым нормированных про-

странствах при постулировании физических зависимостей различные группы ин-

вариантов тензоров напряжений заменяются характеристиками этих пространств 

[118, 119]. Рассмотрим данные пространства более детально. 
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Пространство № 1. В работах [118, 119, 174] рассматривается трёхмерное 

пространство главных напряжений, в котором напряжённое состояние задаётся 

вектором полного напряжения S  (рисунок 2.1).  

 

Рисунок 2.1 – Вектор полного напряжения 

Этот вектор будет определен однозначно, если известны его модуль и направ-

ляющие косинусы. Используя главные напряжения k , можно записать:  

;k kS  =  /k k kCos J S = = , (2.1) 

где 1,2,3k = ; k  – направляющие косинусы вектора S . 

Авторы [118, 119, 174, 215] предлагают рассматривать модуль вектора S  как 

норму векторного пространства главных напряжений. При таком представлении 

направляющие косинусы k  получают смысл главных нормированных напряжений, 

т.е. 1k  . Так как нормированные напряжения связаны условием нормировки: 

1k k  = , (2.2) 

то они не могут быть произвольными. 

В описанном наборе параметров, характеризующих напряжённое состояние ма-

териала, норма пространства ( )S  исполняет функцию количественной характери-

стики, а главные нормированные напряжения – функции качественных характери-

стик. Система инвариантов для главных нормированных напряжений принимает вид: 

1 2 3kI    = = + + ; 1k kII  = = ; k k kIII   = . (2.3) 
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Следовательно, при рассмотрении напряжённого состояния в точке, переход от 

главных напряжений к нормированным осуществляется достаточно просто. При этом 

мы получаем возможность однозначного определения напряжённого состояния тремя 

инвариантами нормированного пространства: I , III , S  [118, 119, 174, 215]. 

Для перехода от главных осей к произвольной ортогональной системе коор-

динат предлагается по аналогии ввести инвариантный вектор напряжения в про-

странстве компонентов тензора напряжений. При этом модуль данного вектора бу-

дет вычисляться по формуле 

ij ijS  = , (2.4) 

где 
ij  – компоненты тензора напряжений, которые равны проекции вектора S  на 

координатные оси с учётом соответствующих площадок. Направляющие косинусы 

этого вектора определяются следующим образом: 

/ij ij S = .  (2.5) 

Таким образом, напряжённое состояние в точке можно характеризовать модулем 

вектора S  (2.4) и его направляющими косинусами 
ij  (2.5). 

В произвольной системе координат совокупность параметров 
ij  можно рас-

сматривать как тензор нормированных напряжений с нормой пространства S . По 

аналогии с главным нормированным пространством в произвольной системе коор-

динат условие нормировки примет вид: 

1ij ij  = . (2.6) 

В большинстве случаев рассмотренные пространства нормированных напря-

жений выгоднее заменить на пространство, норма которого связана с октаэдриче-

ской площадкой. 

Нормированное пространство № 2. В работах [118, 119, 174, 215] вводится 

вектор полного напряжения на октаэдрической площадке 0S , модуль которого 

определяется выражением 

2 2

0S  = + , (2.7) 

где / 3ij ij  = ; / 3ij ijS S = ; 
ij ij ijS   = − ; 

ij  – символы Кронекера. 
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Вектор полного напряжения 
0S  на октаэдрической площадке задаётся углами 

 , которые вектор 0S  образует с нормалью к этой площадке и углом   – фазой 

напряжений (рисунок 2.2). 

 

Рисунок 2.2 – Напряжения на октаэдрической площадке 

Углы   и   удобнее представить через гармонические функции: 

0/Cos S  = = ; 0/Sin S  = = ; ( ) 33 2 /ijcos det S = , (2.8) 

где по аналогии с первым нормированным пространством модуль 0S  определяет 

норму второго пространства напряжений, а гармонические функции Cos =  и 

Sin =  трактуются как нормированные нормальные и касательные напряжения 

на октаэдрической площадке. Условие нормировки теперь получить вид 

2 2 1 + = . (2.9) 

С учётом того, что существуют известные зависимости между главными и 

октаэдрическими напряжениями в форме 

2k kCos   = + , ( )2 23 ,k k   = +  (2.10) 

получаем однозначную связь параметров 2-го пространства 0S ,   и   с инвариан-

тами 1-го – I , III , S , выражающуюся соотношениями: 

0 / 3S S= ; 3I = ;  

 

                                             3 

 

 

                                                                          

                                                                               

 

   

                                                          

                                                                          S0 

                                                         
                                            

                                                                                                      2 

                                                
 

 

 

                  1                                



 - 108 -  

( )3 2 33 9 1,5 2 3 / 3III cos    = + + , (2.11) 

где 
1 = ; 

2 2 / 3  = + ; 
3 2 / 3  = − . 

Предложенные во втором нормированном пространстве нормированные 

напряжения  ,   и фазовый инвариант 3cos   имеют простой геометрический 

смысл. При этом большинство экспериментов по определению сложного напря-

жённого состояния связаны с вычислением фазы напряжений  . Таким образом, 

использование нормированного пространства, связанного с октаэдрической пло-

щадкой, для построения определяющих соотношений изотропных разносопротив-

ляющихся материалов является оптимальным. 

2.2 Потенциальные соотношения для изотропных материалов, 

 со свойствами, зависимыми от компонентного состава тензора напряжений 

Описанные выше нормированные пространства напряжений были использо-

ваны для построения нескольких вариантов потенциальных соотношений для 

физически нелинейных разносопротивляющихся материалов в работах [117–119, 

215, 218]. При этих построениях потенциал деформаций W  определяется сумми-

рованием квазилинейной eW  и нелинейной 
pW  частей: 

e pW W W= + . (2.12) 

В первых работах предлагалось в рамках нормированного пространства № 1 

квазилинейную и нелинейную части описывать одинаково, а физическую 

нелинейность материала учитывать введением показателя степени n : 

2( , )e eW Ф I III S = ; 
2( , )

n

p pW Ф I III S 
 =   , (2.13) 

где n  – положительное число, в том числе дробное, eФ ; 
pФ  – функции, 

определяемые с помощью полиномиальных разложений по степеням качественных 

характеристик напряжённого состояния до 3-й степени включительно. В своих 

работах [117–119, 215] авторы, пренебрегая одновременным влиянием на 

механические характеристики трех нормированных напряжений ( )1 2 3   , 

приходят к потенциалу деформаций в виде *

1W : 
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* 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 3 3

1 1 1 2 1 2 1 1 2 3 2 3

2 2

1 1 1 3 1 3 2 2 1 1 2 2 2 2

2

2 2 3 3 2 2 1 2 1 2

2 2 2 3 2 3 2 2 1 3 1 3

( ) ( ) ( )

[ ( )] [ ( )]

[ ( )] {( ) ( )

( ) [ ( )]

[ ( )] [ ( )]

W A B A B A B

C D C D

C D A B A B

A B C D

C D C D

     

       

       

     

       

= + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + }n

, (2.14) 

где n  -положительное число, в том числе дробное, 1A , 1B  , 1C , 1D , 2A , 2B , 2C , 2D  

– константы потенциала квазилинейной и нелинейной частей соответственно. 

При рассмотрении нормированного пространства № 2 квазилинейная и 

нелинейная части потенциала (2.12) получены в виде: 

2

0( , )e eW F S = ; 
2

0( , )
n

p pW F S  =   , (2.15) 

Используя уравнения связи между нормированными пространствами, 

потенциал деформаций приводят к виду: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

2 2

3

3

е е е е е

n

р р р р р

W A B C D E Сos

A B C D E Сos

     

     

= + + + + +

 + + + + +
 

, (2.16) 

где eA , eB  , eC , eD , 
pA , 

pB , 
pC , 

pD  – константы потенциала соответственно 

квазилинейной и нелинейной частей. 

При этом связь констант потенциала *

1W  и 1W  описывается выражениями: 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3( ); 3( / 2); 3( 2 );

27 ; 1,5( ); 3( );

3( / 2); 3( 2 ); 27 ; 1,5( ).

e e e

e e p

p p p p

А A C С A C В B D

D B E B D A A C

C A C B B D D B E B D

= + = − = +

= = − = +

= − = + = = −

  (2.17) 

Зависимости между деформациями и напряжениями получены путём 

применения формул Кастильяно к потенциалу 1W . Результат этих операций имеет вид: 

1 1; ; ( , , 1,2,3)k ij

k ij

W W
e i j k

 

 
= = =

 
. (2.18) 

Дифференцированием (2.16) с учётом (2.18) получено выражение 

( )2 / 3 2 / 3ij e ij e e ij ije C A C T = + − + , (2.19) 
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где 
ijT  – нелинейная составляющая уравнений состояния. 

ijT  определяется подобно 

выражению (2.12) суммой двух слагаемых: 

e p

ij ij ijT T T= + . (2.20) 

Здесь e

ijT  – параметр, учитывающий зависимость механических свойств материала 

от компонентного состава тензора напряжений на квазилинейном этапе 

деформирования, а p

ijT  учитывает нелинейность экспериментальных диаграмм 

деформирования. 

Слагаемые e

ijT  и p

ijT  определяются по формулам (2.21) и (2.22): 

( ) 2

2 2

2 3 / 3 {(

) , [ ( 3 ), , 3 ]} / 2
ij kk kk

e

ij ij e e e

e e

T D E Сos B

D E Сos Сos  

    

      

= + + +

+ + +
, при i j   (2.21) 





2 2 1

2 2 2

[( ) ( 3 ) ] 2 (

3 ) / 3 [( ) , ( ( 3 ), , 3 )] / 2
ij ij ij

p n

ij p p p p p ij p p

p p p p

T n A B C D E Сos C D

E Сos B D E Cos Cos  

       

         

−= + + + + + +

+ + + + +
, при i j  (2.22) 

где 
2 2, 2 / 3

ij ijS  = −  при i j ;
3, 2 / 3

ij ijS  =  при i j ; 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2 3 2

3 , 2

2 / 3 3 / ;

ii kk jj ii jj kk ii ij

ik jk ii

Сos

Сos

         

      

= − − + − − + +


+ − − −

 

( ) ( ) 3 23 , 2 2 / 2 3 / .
ij ik jk ij kk ijСos Сos          = − − −   

Применение выражения (2.19) при решении краевых задач усложняется 

тензорно-нелинейным видом самого соотношения, поэтому в работах [118, 215] 

предложены варианты упрощения (2.16) в форме двух частных форм: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

е е е е е

n

р р р р р

W A B C D E

A B C D E

    

    

= + + + + +

 + + + + +
 

, (2.23) 

( )2 2 2

3

n

е е р р рW A C C D E     = + + + +
 

, (2.24) 

Рассмотрим более детально построение потенциалов 
2W  и 

3W . В работе [174] 

проанализирована зависимости фазовой характеристики tg  от фазовых 

инвариантов 3Cos   в случае нелинейно разносопротивляющихся материалов. В 
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результате был сделан вывод, что потенциал (2.16) можно упростить путём 

исключения из физических зависимостей параметра, содержащего фазовые 

инварианты. Таким образом, при условии равенства нулю разности фаз   

напряжённого и деформированного состояний, потенциал 
2W  рассматривается как 

сумма квазилинейной и нелинейной частей без фазового инварианта [118, 174]. 

 

Рисунок 2.3 – Диаграммы деформирования конструкционных 

графитов: а – графит ВПП; б – графит АРВ, где 1 – одноосное сжатие; 2 – одноосное 

растяжение; 3- чистый сдвиг; 4, 5 – плоские напряжённые состояния 

 при соотношении главных растягивающих напряжений 

1 23 5( : : 1:0,3) 20   = =  и 
1 2: 1:1  =  

Потенциал (2.23) наиболее приемлем для материалов, у которых начальный 

линейный участок на диаграммах деформирования пренебрежимо мал, а 

расхождение диаграмм наблюдается при малых значениях напряжений. 

Экспериментальные исследования показали, что к подобным материалам 

относятся тяжёлые бетоны [177] и некоторые графиты (ВПП и АРВ) [23, 24, 98, 99]. 

Примеры диаграмм деформирования для бетонов приведены в главе 1. На рисунке 

2.3 приведены диаграммы деформирования, полученные при экспериментальном 

исследовании графитов ВПП (рисунок 2.3, а) и АРВ (рисунок.2.3, б) [23, 24, 98, 99]. 

Имеются экспериментальные исследования, из результатов которых следует 

существование материалов с зависимостью деформационных характеристик от 
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вида нагружения. Такая зависимость в большинстве случаев проявляется при 

значительных напряжениях и нелинейной деформации. Примером подобных мате-

риалов являются чугун СЧ15-32 [93] и среднеуглеродистая сталь, конструкции из 

которой эксплуатируются при низких температурах. Для них в работах 

Д.Г. Ковалёва и А.А. Трещёва [85–88] предлагается использовать потенциал вида 

(2.24), в котором первая его часть выражена через константы, определяемые 

модулем упругости и коэффициентом Пуассона. Сами экспериментальные 

диаграммы, обработанные в работе [118], приведены на рисунках 2.4 и 2.5. 

 

Рисунок 2.4 – Диаграммы деформирования чугуна СЧ15-32 

На рисунке 2.4, а показаны экспериментальные зависимости между главными 

напряжениями и деформациями трубчатых образцов. Они были получены при 

пропорциональном нагружении осевой силой и крутящим моментом. На рисунке 

2.4, б демонстрируются зависимости коэффициентов поперечной деформации от 

уровня осевой.  

Поясним смысл кривых на рисунке 2.4: 

- кривая 1 получена при испытании на одноосное растяжение;  

- кривые 2 и 2’ соответствуют чистому кручению (деформации удлинения и 

укорочения соответственно);  

- кривые 3, 4, 5 зафиксированы при пропорциональных нагружениях с 

отношением главных напряжений 
3 1:   равным -2, -4,9, -9,8 соответственно;  

- кривая 6 – результат испытаний на одноосное сжатие. 
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На рисунке 2.5 приведено семейство диаграмм деформирования, полученных 

при испытании трубчатых образцов из среднеуглеродистой стали при 

пропорциональном нагружении осевой силой и внутренним давлением в условиях 

воздействия температуры минус 150 oС [118, 215].  

 

Рисунок 2.5 – Диаграммы деформирования трубчатых образцов 

из среднеуглеродистой стали при низкой температуре 

Здесь кривая 1 получена при испытании на одноосное растяжение; кривая 2 

– при одноосном сжатии; кривая 3 – при чистом сдвиге; кривые 4, 5 – при 

двухосном растяжении с разной величиной отношения / i  , равного 0,577 и 

0,667 соответственно. 

В работе [118] показано, что связи между деформациями и напряжениями 

будет описываться выражением (2.19) независимо от вида потенциала 

деформирования. При этом нелинейная составляющая уравнений состояния ijT  

определяется по-прежнему суммой параметра 
e

ijT , учитывающего зависимость 

механических свойств материала от компонентного состава тензора напряжений на 

квазилинейном этапе деформирования, и параметра 
p

ijT , учитывающего явление 

разносопротивляемости конструкционного материала и нелинейность 
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экспериментальных диаграмм деформирования. Представления этих параметров 

для потенциалов 
2W  и 

3W  имеют следующий формы: 

( ) ( )

( )

3 2 2

2 3

1 2 / 3

3 1 3 / 3 / 3;

e

ij ij е е е

ij е е е ij е

T B D E

B D E D

     

      

 = − + + + + +
 

 + − + − +
 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 

1
2 2

3 2 2

2 3

2 1 2 / 3

2 3 1 3 / 3 / 3 ;

n
p

ij р р р р р

ij р р р р

ij р р р р р ij р

T n A B C D E

C B D E

A C B D E D

    

     

      

−

 = + + + + 
 

  − + + + + +
 

 + − + − + − +
 

 

( )

( ) ( )
( ) 

1
2

2 2

2 3

0;

2 1 2 / 3

2 1 3 / 3 / 3 .

n
e p

ij ij р р р

ij р р р

ij р р р ij р

T T n C D E

C D E

C D E D

  

    

     

−

 = = + + 
 

  + + + + +
 

 + − − + − +
 

 

Предложенные потенциалы деформаций (2.16), (2.23), (2.24), а также 

нелинейные функции (2.20) прошли детальные исследования в работах [118, 119, 215]. 

Было установлено, что из-за характера нелинейных функций (2.20) невозможно 

непосредственно перейти от соотношений связи деформаций и напряжений (2.19) к 

обратным уравнениям относительно напряжений. Для решения этой проблемы в 

работе [118] из выражения (2.19) были получены следующие зависимости: 

2 ( ) 3 ( )ij ij ij ijG e T e T  = − + − , (2.25) 

где 
3

2
2 e

G
C

= ; 
2

e e

e e

C A

A C


−
= ; 3 ij ijT T = ; 3 ij ije e = . 

2.2.1 Механические константы потенциала деформаций 

Для обеспечения надёжности проектируемых конструкций необходимо 

иметь достаточную достоверность и точность расчёта, что требует адекватного 

представления предлагаемых определяющих соотношений в зависимости от 

конкретных применяемых разносопротивляющихся материалов. Такая задача 

решается путём определения констант рассматриваемого потенциала деформаций 

на основе имеющихся экспериментальных исследований. 

Количество экспериментов должно быть минимальным, а сами опыты просто ре-

ализуемыми в лабораторных условиях. В перечень наиболее важных экспериментов 
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должны войти эксперименты, проводимые при одноосных сжатиях, растяжениях и 

простых сдвигах. Проверку адекватности определяющих соотношений для конкретных 

материалов предлагается проводить посредством сравнения экспериментальных 

диаграмм деформирования, полученных при сложных видах напряжённого состояния,  

с теоретически рассчитанными на базе применения полученных констант. 

При рассмотрении частных напряжённых состояний константы потенциалов 

в монографии [118] предлагается применять экспериментальное и теоретическое 

представление зависимостей между главными напряжениями и деформациями, 

которое описывается выражениями 

m

k k ke P S T S= +  при ( 1, 2, 3)k = , (2.26) 

где 2 1m n= − ; S  – модуль вектора полного напряжения; kP , kT  – коэффициенты, 

определяемые через константы потенциала. 

Применением при обработке экспериментальных диаграмм деформирования 

метода наименьших квадратов в работе [215] получены следующие выражения для 

определения коэффициентов kP , kT : 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1

2 1

/ ;

/ ,

m m m

k k k k

m m

k k k k

P e S S e S S

T e S S e S S

+

+

 = − 
 

 = − 


   

   
, (2.27) 

где 
1

r
m m

k ki i

i

e S e S
=

=  ; i  – текущая точка на диаграмме; r -число точек, выбранных 

для вычисления ( ) ( )
2 2m

k S S =  −  ( )
2

1mS + . 

В монографии [118] константы потенциала деформаций (2.16), построенного 

во втором нормированном пространстве, предложено определять с использованием 

формулы (2.14), построенной в первом нормированном пространстве. Реализация 

этой рекомендации выполнена с использованием четырёх кривых из 

экспериментальных диаграмм деформирования. Были использованы: 

- для одноосного растяжения ( 1 S = ; 2 3 0 = = ); 

- для одноосного сжатия ( 1 S = − ; 2 3 0 = = ).  

Итогом стали следующие выражения для определения констант потенциала: 
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( )1 1 1 / 4;A P P+ −= − ( )1 1 1 / 4;B P P+ −= +  ( )1 2 2 / 2;C P P+ −= − ( )1 2 2 / 2;D P P+ −= +  

( ) ( )
1/ 1/

2 1 1/ 2 / 2 / 2;
n n

A T n T n+ − = + −
  

 ( ) ( )
1/ 1/

2 1 1/ 2 / 2 / 2;
n n

B T n T n+ − = − −
  

 

( )
( )

( )
( )1 / 1 /

2 2 1 2 1/ 2 / 2 / 2 ;
n n n n

C T T / n T T / n n
− −

+ + − − = − −
  

 

( )
( )

( )
( )1 / 1 /

2 2 1 2 1/ 2 / 2 / 2 ,
n n n n

D T T / n T T / n n
− −

+ + − − = + −
  

 

где 
kP+ , 

kT + , 
kP+ , 

kT +  – константы, вычисленные соответственно по диаграммам 

одноосных растяжения и сжатия.  

По такой же методике определяются константы и для «упрощённых» 

потенциалов 2W  и 3W : 

( )1 1

9 2 6
2 ;

4 3
е е еA P P C E+ −= + − −  ( )2

1
9 2 2 6 ;

3
е е е еB P A C E+= − + +  

9
;

4 6

sh

е еC P E= −  1

3 9 1 2 6
2 ;

2 2 33
е е е е еD P A B C E+

 
= − − − − 

 
 

1 1 2 2

27 3
;

14 6 36 6

sh

еE P P P P P+ − + − 
= + − − − 

−  
 

1/ 1/

1 19 2 6
2 ;

2 2 2 3

n n

р р р

T T
A C E

n n

+ −    
= + − −    

     

 

1/

2 1

1

1
18 2 2 6 ;

23

n

р р р р

T T
B A C E

T n

+ +

+

  
= − + +  

   

 

1/ 2 1/
3 3

;
4 6

n nsh

р р

T
C E

n

−
   

= −   
  

 

1/

13 1 2 6
9 2 ;

2 2 33

n

р р р р р

T
D A B C E

n

+  
= − − − −  

   

 

1/ 1/ 1/ 2 1/

1 2 1 2

1 1

9 3 3
3 1 1 2 ;

2 2 47 6 18 6

n n n nsh

р

T T T T T
E

n T n T n

−+ + − −

+ −

              
= − + − −            

−              

 

( )1 23 2 2;еA P P /− −= + ( )1 23 2;еC P P /− −= −  

1/ 2 1/
3 3

;
4 6

n nsh

р р

T
C E

n

−
   

= −   
  

 

1/

13 2 6
9 2 ;

2 2 3

n

р р р

T
D C E

n

+  
= − −  
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1/ 1/ 1/ 2 1/

1 13 3 3
4,5 4,5 2 ,

2 2 42 6 6 6

n n n nsh

р

T T T
E

n n n

−+ −        
= + −        

−         

 

где 
shP , 

shT  – константы, вычисленные по диаграммам чистого сдвига.  

Процесс вычисления констант потенциалов можно описать следующим 

алгоритмом [118, 174]: 

1. Из условия минимума погрешности аппроксимации экспериментальных 

кривых определяется оптимальный показатель степени m . Оценка точности 

аппроксимации на этом шаге определяется отношением среднеквадратичного 

отклонения погрешности аппроксимации экспериментальных деформаций к 

среднему уровню этих деформаций: 

( ) ( )
2

1k k

k

e e r

e r


 −  −
=




, (2.28) 

где m

k k k ke e P S T S = − − ; 
k ke e r =  . 

2. Для выбранных «эталонных» кривых устанавливаются первоначальные 

границы разброса, не превышающие 15 от «эталонного» значения. Конкретизи-

руется число z вариантов кривых в интервале разброса каждой эталонной кривой. 

При этом общее число вариантов кривых составит z4 для потенциала 
1W  и z5 для 

потенциалов 
2W  и 

3W . 

3. По формулам (2.27) определяются коэффициенты 
kP  и 

kT , которые исполь-

зуются для вычисления констант потенциала каждого из вариантов расширенного 

спектра «эталонных» кривых. 

4. Производится «фильтрация» вычисленных констант, в ходе которой 

исключаются те из констант, использование которых приводит к отрицательным 

значениям функций (2.29) для квазилинейной и нелинейной составляющих 

потенциала (2.16). Знаки определены соотношениями: 

( )

( )

2 2

2 2

[( ) ( 3 ) ];

[( ) ( 3 ) ]

e e e e e e

p p p p p p

Sign W Sign A B C D E Cos

Sign W Sign A B C D E Cos

     

     

= + + + +

= + + + +
. (2.29) 
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Появление отрицательных значений функций ( )eSign W  и ( )pSign W  

фиксируются в процессе перебора с помощью ЭВМ. Аргументами процесса явля-

ются параметры   (на отрезке [0, 
3


) и   (на отрезке [0,  ]. Функции, 

используемые при «фильтрации» констант потенциалов (2.23) и (2.24) строятся 

аналогично функциям (2.29). В алгоритм включены следующие действия: 

1. Рассчитываются теоретические диаграммы деформирования для сложных 

видов напряжённого состояния. 

2. Выделяется вариант «эталонных» кривых, отвечающий требованию 

минимума суммарной оценки точности; выполняется первая итерация; полученный 

набор кривых принимается за исходный при уменьшенных вдвое границах 

разброса. 

3. Процесс вычисления констант повторяется до момента, когда суммарные 

оценки точности (2.28) перестанут уменьшаться; полученные при этом константы 

потенциала принимаются за окончательные. Проверка устойчивости потенциала (в 

малом) проводится параллельно с вычислением констант. 

Устойчивость потенциала (2.16) проверяется по методике, описанной в 

монографии [119], где рассматривается постулат Ильюшина-Друккера, который, 

применительно к предложенным потенциальным соотношениям, представлен вы-

ражением: 

2

0ij ij km ij

km ij

W
e   

 


= 

 
. (2.30) 

Положительная определённость коэффициентов квадратичной формы 

обеспечивает выполнение условия (2.30) и подтверждает единственность решения. 

Как показано в работах [119, 215, 216], рассмотренные варианты потенциа-

лов можно интерпретировать в виде функций 
1 1 0( , , )W W S = , 

2 2 0( , )W W S= , 

3 3 0( , )W W S= , либо функциями 
1 1( , , )W W   = , 

2 2( , )W W  = , 
3 3( , )W W  = . В 

этом случае применение постулата Друккера приводит к требованию положитель-

ной определённости двух квадратичных форм: первой по функциям 
0, ,S   (

0,S ) 

или , ,    ( ,  ) и второй – по 12, 23, 13. 
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В исследованиях А.А. Трещёва, Н.М. Матченко, Д.Г. Ковалёва [85–88, 116, 

118, 119, 215–218] доказано, что вторая квадратичная форма, связанная с поворо-

том осей, сводится к тривиальному ограничению / 3   и всегда положительна. 

Требование положительной определённости первой квадратичной формы согласно 

критерию Сильвестра, сводится к проверке положительности симметричной мат-

рицы [ ]C , которая для потенциала 
1W  имеет размер 3х3, а для потенциалов  

2W  и 

3W  – 2х2. Для положительной определённости матрицы [ ]C  необходимо и доста-

точно, чтобы главные миноры были положительными: 

– для потенциала 
1W : 

1 11 0С =  ; 
2 22 0С =  ; 

3 33 0С =  ; 2

4 11 22 12 0С С С = −  ; 
2

5 11 33 13 0С С С = −  ; 2

6 22 33 23 0С С С = −  ; 7 det[ ] 0ijС =  ; 

– для потенциалов 
2W  и 

3W : 

1 11 0С =  ; 
2 22 0С =  ; 2

3 11 22 12 0С С С = −  . 

Коэффициенты ijС  определяются в зависимости от варианта представления 

функциональной зависимости потенциалов деформаций [119]: 

а) первый вариант представления, потенциал 
1W : 

2

1
11 2

0

W
С

S


=


; 

2

1 1
12 21

0 0

1W W
С C

S S 

 
= = − 

  
; 

2

1 1
13 31

0 0

1W W
С C

S S 

 
= = − 

  
; 

2

1 1
22 02

0

W W
С S

S

 
= +

 
; 

2

1 1
23 32

0

W W
С C

S



  

 
= = − 

  
; 

2
21 1 1

33 02

0

W W W
С S

S
 

 

  
= + +

  
; 

– потенциалы 
2W  и 

3W  ( 2,3)k = : 

2

11 2

0

kW
C

S


=


; 

2

22 02

0

k kW W
C S

S

 
= −

 
; 

2

12 21

0 0

1k kW W
C C

S S 

 
= = − 

  
; 

б) второй вариант представления, потенциал 
1W : 

2

11 2

W
С




=


; 12 21

1 W
С C 

  

  
= =  

  
; 

2

13 31

W
С C

 


= =

 
; 
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2

22 2

W W
С 

 

 
= +

 
; 

2

23 32

W
С C

 


= =

 
; 

2

33 2

W
С




=


; 

– потенциалы 
2W  и 

3W  ( 2,3)k = : 

2

11 2

kW
С




=


; 

2

12 21
kW

С C
 


= =

 
; 

2

22 2

kW
С




=


. 

Рассмотрим ограничения, накладываемые условием единственности реше-

ния на функции и постоянные. Для этого потребуется полная система уравнений 

теории деформирования разносопротивляющегося тела [216]: 

- уравнения равновесия имеют вид: , 0ij j iF + = ;  

- связь между деформациями и напряжениями определяется по формулам Ка-

стильяно / .ij k ije W =   ; 

- компоненты тензора деформаций в предположении определяются форму-

лами геометрически линейной теории , ,0,5( ).ij i j j ie u u= +   

Предположим, что поверхность тела A  состоит из двух частей  U TA A A= + , 

и в какой-то точке  ix  этой поверхности заданы условия: 

*

*

;      ;

;      .

i i i U

ij j i i T

u u x A

n T x A

= 

= 
 

Пусть одним и тем же объёмным силам при одинаковых граничных условиях 

соответствуют два различных решения , ,  ij ij ie u    и , , .ij ij ie u    Состояния, отмечен-

ные одним штрихом и двумя штрихами полагаются бесконечно близкими. Тогда  

,ij ij ij   = −  ,ij ij ije e e = −  i i iu u u = −  бесконечно малы и удовлетворяют условиям 

равновесия при 0 iF = . Удовлетворяются также и нулевые граничные условия 

0,  ,  0,  .ij j i T i i Un x A u x A =  =   Поскольку ,  ij ije , бесконечно малы, то, пренебре-

гая величинами второго и более высокого порядка малости, получим 
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2

.k
ij km

km ij

W
e 

 


=

 
  

Положив в уравнениях равновесия 0,iF =  умножив на  iu  и проинтегрировав 

по объёму, получаем 

 
, ( ), 0 .ij j i ij i j ij ij

V V V
u dV u dV e dV  = − =     

По формуле Остроградского-Гаусса имеем ( ),  ij i j ij j i
V A

u dV n u dA =  . Этот 

интеграл равен нулю в силу граничных условий на поверхности 0,ij jn =  ;i Tx A   

0iu = , i Ux A . Таким образом, получаем 

2

k
ij ij ij km

V V
ij km

W
e dV dV  

 


=

   . 

При выполнении постулата Друккера подынтегральное выражение неотри-

цательно при 0km  . Тогда равенство интеграла нулю возможно только при нуле-

вых .ij  Таким образом, теорема единственности доказана. 

В работе [118] построены диаграммы деформирования, описывающие упру-

гопластическое деформирование графита ВПП, чугуна СЧ15-32 и тяжёлого бетона 

с пределом прочности на сжатие R-=28,4 МПа и R-=37,0 МПа.  

При этом построении константы потенциала деформаций определялись в со-

ответствии с приведённым выше алгоритмом.  

Результаты проведённых исследований представлены на рисунках 2.6–2.8, 

где показаны: 

- экспериментальные диаграммы (сплошные линии); 

- нелинейные аппроксимации экспериментальных диаграмм для потенциа-

лов деформаций: 

 (2.16) – обозначены штриховой линией (- – -); 

 (2.23) – обозначены штрихпунктирной линией (-  -); 

 (2.24) – штрихпунктирной линией с двумя точками (-  -) 
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Рисунок 2.6 – Диаграмма деформирования графита ВПП 

 

Рисунок 2.7 – Диаграммы деформирования чугуна СЧ15-32 

Сравнение приведённых экспериментальных диаграмм деформирования с их 

нелинейными аппроксимациями на рисунках 2.6–2.8 (см. также рисунок 1.6) 

показывает адекватный характер предложенных нелинейных аппроксимаций 

фактическим НДС рассмотренных материалов в широком диапазоне изменения 

нагрузки и при достаточно обширном наборе сочетаний главных напряжений [118]. 
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Рисунок 2.8 – Диаграммы деформирования бетона R-=28,4 МПа 

 при пропорциональном нагружении и их нелинейные аппроксимации 

в координатах универсальных инвариаантов: 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1– : : 1:0 :0; 2 – : : 1:0 :0;

3 – : : 1:1:0; 4 – : : 1: 1:0;

5 – : : 1: 0,52 : 0,06; 6 – : : 1: 1: 0,16;

7 – : : 1: 0,1: 0,1

     

     

     

  

= = −

= − = − −

= − − − = − − −

= − − −

 

Константы потенциала, рассчитанные согласно алгоритму, приведённому 

выше, сведены в таблицу 2.1. 
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Таблица 2.1 – Константы потенциала деформаций [118, 215, 216] 

П
о
т
ен

ц
и

а
л

  Материалы 

Константы 

потенциала 

Графит 

АРВ 

Графит 

ВПП 

Чугун 

СЧ 15-32 

Бетон 

R- = 28,4 МПа 

Бетон 

R- = 37,0 МПа 

1 2 3 4 5 6 7 

W1* 

n 2,1 1,8 3,6 2,75 2,8 

A1, МПа-1 6,08310-5 4,92710-3 7,84210-6 3,14810-5 2,341·10-5 

B1, МПа-1 1,42910-5 5,27510-4 9,31310-8 6,72310-6 2,783·10-6 

C1, МПа-1 -3,26710-5 -2,38710-3 -4,33310-6 -9,70510-6 -1,549·10-5 

D1, МПа-1 1,01510-5 7,65010-5 1,46110-6 -4,86110-7 -7,794·10-6 

A2, МПа(1-2n)/n 3,82210-4 2,13010-3 1,19110-5 4,92710-4 1,752·10-4 

B2, МПа(1-2n)/n 1,62510-4 3,92010-4 7,07310-6 3,86510-4 8,120·10-5 

C2, МПа(1-2n)/n 1,85710-4 -1,02210-3 -4,17810-6 6,78210-5 -1,056·10-4 

D2, МПа(1-2n)/n 1,94310-5 -4,88110-5 2,76110-6 2,71210-4 1,490·10-5 

W1 

n 2,1 1,8 3,6 2,75 2,8 

Aе, МПа-1 8,44810-5 7,62010-3 1,05310-5 6,53310-5 2.376·10-5 

Bе, МПа-1 5,99110-5 1,17910-3 5,22210-6 9,96110-6 -2.218·10-5 

Cе, МПа-1 2,31310-4 1,83610-2 3,00310-5 1,09010-4 9.347·10-5 

Dе, МПа-1 7,42510-5 2,74110-3 4,83910-7 3,49310-5 1.446·10-5 

Eе, МПа-1 5,07010-6 5,52410-4 -1,67510-6 8,82910-6 1.295·10-5 

Aр, МПа(1-2n)/n 1,70410-3 3,32510-3 2,32010-5 1,68210-3 2.088·10-4 

Bр, МПа(1-2n)/n 3,48810-4 5,09810-4 2,18210-5 1,60910-3 1.923·10-4 

Cр, МПа(1-2n)/n 8,68110-4 7,92310-3 4,20010-5 1,37610-3 6.840·10-4 

Dр, МПа(1-2n)/n 8,44410-4 2,03710-3 3,67510-5 2,00810-3 4.219·10-4 

Eр, МПа(1-2n)/n 1,75210-4 5,39810-4 5,28110-6 1,41210-4 8.120·10-5 

Исследования, проведённые в работах [118, 174] показали, что суммарная 

критериальная оценка погрешности аппроксимаций   для потенциала (2.16) 

значительно ниже, чем у других потенциалов. Например, для бетона с пределом 

прочности на сжатие R- = 28,4 МПа [174] она составила – 2,12. 

Таким образом, в рамках данного диссертационного исследования будет 

использоваться потенциал деформаций (2.16), который является более 

универсальным, поскольку применим для расчёта НДС строительных 

конструкций, выполненных из нелинейных разносопротивляющихся материалов 

при простом нагружении. 
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2.2.2 Законы изменения объёма и формы, фазовая характеристика 

В монографии [118] для получения выражений, определяющих законы изме-

нения объёма, формы и фазовую характеристику предложено использовать пред-

ставление вариации удельной дополнительной работы вида: 

k kW e =  при ( 1, 2, 3)k = . (2.31) 

Главные компоненты тензора деформаций 
ke  определяются выражением (2.32): 

2 ,k ke e ЭCos= +  (2.32) 

где 
3arccos( 2 det / ) / 3ij Э = ; 

1 = ; 
2 2 / 3  = + ; 

3 2 / 3  = − ; / 3ij ije e =  – 

средние деформации; / 2Э =  – деформации сдвига на октаэдрической площадке. 

Подставляя соотношения (2.32) в выражение (2.31), получаем зависимость 

( ) ( )3 3W e Э Соs Sin       = + − − −   . (2.33) 

Сопоставлением вариации потенциала (2.16) с зависимостями (2.33) и при-

равниванием в них выражений при одноименных вариациях получены зависимости 

для определения соответственно законов изменения объёма, формы и уравнения, 

определяющего фазовую характеристику [118]: 

0 03 3
e

K D

 
= + ;  (2.34) 

2

0 0

1
2 3

Э tg
G D

 


 
= + + 

 
; (2.35) 

( )0 03 sin3 / 3 / 2 /tg R G D     = +  ;  (2.36) 

где 
0К , 

0G , 
0D  – соответственно обобщённые функции модуля объёмных дефор-

маций, сдвига и дилатации;   = −  – разность фаз напряжённого и деформиро-

ванного состояния, 





2 3 2

0

2 1 2 3

1/ 2 (2 ) 3 [( )

( 3 ) ] [2 (2 ) 3 ]

e e e p p

n

р p p p p p

K A B E Сos n A B

С D E Cos A B E Cos

     

       −

= + + − + + +

+ + + + + −
, (2.37) 

3 2

0

2 2 1

3 2

2 3 / {(2 ) 2 3 (2 )

[( ) ( 3 ) ] [(2

) 2 3 (2 )]}

e e e e

n

p p p p p p

p p p

G D B C E Cos

n A B C D E Cos D

B C E Cos

   

     

   

−

= − + + + +

+ + + + + −

− + + +

, (2.38) 
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3 2 2 1 3

0 1/{ [( ) ( 3 ) ] }n

e p p p p p pD D n A B C D E Cos D       −= + + + + +  , (2.39) 

2 2 1[( ) ( 3 ) ] .n

е р р р р р рR E nЕ A B C D E Cos      −= + + + + +   (2.40) 

Анализ уравнений (2.34) – (2.40) показывает, что полученные определяющие 

соотношения для разносопротивляющихся материалов учитывают их дилатацион-

ные свойства. Из этих уравнений видно, что изменение формы зависит от средних 

напряжений с выполнением условия: если касательные напряжения 0 = , то и 

0Э = . Это означает, что при гидростатическом напряжении для изотропных мате-

риалов отсутствуют деформации сдвига [118, 215, 216]. Проявление подобных 

свойств у разносопротивляющихся материалов подтверждается в широком наборе 

теоретических и экспериментальных исследований. 

Экспериментальные данные по разгрузке разносопротивляющихся материа-

лов немногочисленны, но свидетельствуют о том, что для каждого вида напряжён-

ного состояния при пропорциональной разгрузке (или близкой к ней) остаточные 

деформации с приемлемой степенью точности могут быть установлены по линей-

ным зависимостям. Для принятого в данном диссертационном исследовании по-

тенциала 
1W  закон разгрузки имеет вид [216]: 

res unl e

ij ij ije e e= − , (2.41) 

где 
res

ije  – остаточные деформации после разгрузки; 
unl

ije  – деформации на момент начала 

разгрузки; 
e

ije  – величина снижения деформаций, определяемая с учётом только квазили-

нейных составляющих потенциала (2.16) в соответствии с выражением: 

( ) ,2 / 3 2 / 3e unl unl e unl

ij е ij е е ij ije C A C T  = + − + , (2.42) 

где 
unl

ij , unl , unl  – напряжения на момент начала разгрузки. 

На основании вышеизложенного можно сделать вывод о влиянии формы потен-

циала деформаций и набора качественных характеристик напряжённого состояния при 

описании деформирования разносопротивляющихся материалов. Построение потенци-

альных соотношений, основанных на предположении о наличии единой касательной к 

диаграммам деформирования на начальных участках для всех реализуемых видах 
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напряжённого состояния, приводит к большим погрешностям при определении НДС 

материалов с неклассическими свойствами. Неучёт влияния фазы напряжений заметно 

упрощает зависимости между деформациями и напряжениями, приводя их к тензорно-

линейной форме. Вместе с тем, применение таких соотношений должно быть предва-

рительно проверено, так как удовлетворительно описать сложное напряжённое состоя-

ние с их помощью удаётся не для всех материалов.  

Итак, для анализа НДС элементов конструкций, выполненных из материалов, 

зависимых от компонентного состава тензора напряжений, далее будем использо-

вать потенциал деформаций 
1 W , имеющий универсальный характер. 

2.3 Термодинамический потенциал Гиббса 

для нелинейных материалов со свойствами, 

зависимыми от компонентного состава тензора напряжений 

Используя методику нормированных пространств напряжений [118], рас-

смотрим уравнения состояния для нелинейных разносопротивляющихся материа-

лов, находящихся в температурном поле.  

Термодинамический потенциал Гиббса для нелинейно разносопротивляющихся 

материалов получим, объединив потенциал деформаций нелинейных изотропных мате-

риалов А.А. Трещёва и Н.М. Матченко [218] с термомеханической частью термодина-

мического квазилинейного потенциала Гиббса этих же авторов [231, 232]. 

Термодинамический потенциал деформаций будет складываться из значимо не-

линейной механической части и слагаемых, учитывающих влияние полей напряжений 

и температур для разносопротивляющихся материалов. Предлагаемые зависимости бу-

дут использоваться только при малых (по сравнению с начальной абсолютной темпе-

ратурой) изменениях температур. Это должно обеспечивать постоянные значений ме-

ханических и теплофизических характеристик используемых материалов. 

Опираясь на характеристики пространства № 1, потенциал Гиббса перепи-

шем в виде степенного полинома от главных напряжений и изменения температур, 

удалив те его составляющие, которые приводят к нефизичности формулируемых 

соотношений [231, 232]: 



 - 128 -  

( ) ( )

( ) ( )

  ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1 1 1 1 1 2 2

* 2

1 1 1 3 3 1 1 1 2 1 2

1 1 2 3 2 3 1 1 1 3 1 3

2 2

2 2 1 1 2 2 2 2

2

2 2 3 3 2 2 1 2 1 2

2 2 2 3 2 3 2 2 1 3 1 3

( )

A B A B

Г A B C D

C D C D

A B A B

A B C D

C D C D

   

     

       

   

     

       

 + + + +
  

= + + + + + + +   
 

 + + + + + +   

+ + + +

+ + + + + + +  

   + + + + + +   

( )
( )

2

0

,
2

n

t tВ А I S C
T

 


 

 
  
 
 
  

+ + +
 

(2.43) 

где 
1A , 

1B , 
1C , 

1D , 
2A , 

2,B  
2C , 

2D  – константы механической части потенциала, 

,t tA B  — константы термомеханической части потенциала; 
k  — главные напряже-

ния; /k k S =  – нормированные главные напряжения; k kS  =  – модуль век-

тора полного напряжения; n  – показатель степени, который в общем случае не яв-

ляется целым числом; 
1 2 3I   = + +  – первый инвариант нормированных напря-

жений первого пространства; C
 – теплоёмкость материала при постоянном давле-

нии; 
0T T = −  – изменение температуры тела в точке; T  – температура тела в точке 

для конкретного момент времени; 
0T  – начальная температура тела в точке.  

Во втором нормированном пространстве с учётом зависимостей между рас-

смотренными пространствами, потенциал деформаций (2.43) можно преобразовать 

к форме [232]: 
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. (2.44) 

Форма потенциала деформаций (2.44), представленная через параметры вто-

рого пространства, является более компактной и удобной для применения в расчёт-

ном моделировании конструкций с оболочками. 

Термодинамические потенциалы Гиббса (2.43) и (2.44) являются полными 

дифференциалами, поэтому должно выполняться соотношение: 

ij ijdГ e d LdT= − − , (2.45) 
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где L  — плотность энтропии. В силу потенциальности соотношений (2.43) и (2.44), 

можно воспользоваться соответствующими дифференциальными зависимостями: 

ij

ij

Г
е




= −


;

Г
L

T


= −


. (2.46) 

Получение зависимостей между деформациями и напряжениями для нели-

нейных разносопротивляющихся материалов [232], описываемых потенциалом 
1Г  

(2.2), в общем случае производится применением к потенциалу формулы (2.4): 

( ) ( )1 2

1
2 ,

3
ij ij ij ij t t ije F K F b b    = + − + +  (2.47) 
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Дифференцируя термодинамический потенциал (2.43), получим [218]: 
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(2.48) 
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где 
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. 

Далее потребуется выражение для плотности энтропии, которое можно полу-

чить на основании потенциала (2.43), воспользовавшись формулами (2.46): 

1 1 2 2 3 3

0

( ) ( ) ( ) .t t t t t tL A B A B A B C
T




     = + + + + + +  (2.49) 

При использовании потенциала Гиббса (2.44) закон изменения плотности 

энтропии согласно выражениям (2.46) формулируется в виде 

1 2 1

0

( ) .t t tL b b b C
T




  = + + +  (2.50) 

2.3.1 Уравнение притока тепла для разносопротивляющихся материалов 

Уравнение притока тепла в предположении бесконечной скорости его 

распространения будем использовать на базе теории теплопроводности Фурье, что 

даёт его запись в форме: 

,i iq T= − , (2.51) 

где iq  – компоненты вектора теплового потока;   – коэффициент 

теплопроводности. 

Приведём далее локальную форму притока энтропии [232]: 

, ,t i iТL q U= − + , (2.52) 

где U  – удельная мощность источников тепла. 

Подставляя выражение (2.51) в (2.52), получаем зависимость между 

приращением энтропии и температурой [119]: 

, ,t iiТL Т U= + . (2.53) 
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Дифференцируя уравнение для плотности энтропии (2.49) по времени и 

умножая его на температуру, получим: 

,tТL = (3 , , )t t t tA B S T + + ,tC T . (2.54) 

Наконец, совместное использование уравнений (2.53) и (2.54) позволяет 

сформулировать дифференциальное уравнение теплопроводности [119]: 

(3 , , ) , , 0t t t t t iiA B S T C T Т U + + − − = . (2.55) 

Если в выражении (1 / )o oT T T= +  рассматривать малые изменения 

температуры, то можно пренебречь членом / 1oT   и получить линеаризованную 

форму равнения теплопроводности [119]: 

(3 , , )t t t t оA B S T + + ,tC T , 0iiТ U− − = . (2.56) 

Замена абсолютных температур на их изменения даёт окончательный вари-

ант уравнения притока тепла: 

,ii − ,tC − (3 , , )t t t t оA B S T + 0U+ = . (2.57) 

Уравнение (2.57) позволяет учесть связанность полей напряжений и 

температур, а также зависимость материала от компонентного состава тензора 

напряжений. 

Представим уравнение (2.57) в перемещениях. Для этого потребуются 

уравнения состояния (2.47) и связь компонентов вектора деформаций с 

перемещениями в форме тензора Коши: 

0,5( , , ), , 1,2,3.ij i j j iе u u i j= + =  (2.58) 

После выполнения преобразований получим уравнение теплопроводности в 

перемещениях: 

1 2 , 3 4 , 5, , ,ii t i it i iR R u R R u R U  − − + − = −  (2.59) 

где 
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Уравнения (2.57) и (2.59) решают проблему учёта связанности полей 

напряжений и температур, а также зависимости свойств материала от 

компонентного состава тензора напряжений. 

2.3.2 Механические константы термодинамического потенциала Гиббса 

Для расчёта конструкций требуется правильно представить предлагаемые 

определяющие соотношения, учитывая свойства конкретного класса материалов, 

чьи свойства активно зависят от напряженного состояния [69]. Проблема решается 

вычислением констант потенциалов деформаций на основе имеющихся 

экспериментальных данных. Количество экспериментов должно быть 

минимальным и они должны быть легко реализуемы в лабораторных условиях. Это 

позволит значительно упростить использование новых материалов в рамках 

предлагаемой методики расчёта. Проверка пригодности определяющих 

соотношений для конкретного материала следует проводить, сравнивая соответ-

ствующие экспериментальные диаграммы деформирования с теоретическими.  

Алгоритм вычисления констант нелинейных потенциалов через обработку 

экспериментальных данных по методу наименьших квадратов подробно описан в 

разделе 2.2.1 [118]. Параллельно с вычислением констант производится проверка 

устойчивости потенциала в малом для обеспечения единственности решения. 

Применительно к предложенным соотношениям постулат Друккера в общем 

виде можно представить соотношением: 

2

1 0ij ij km ij

km ij

Г
e   

 


= 

 
. (2.60) 

Коэффициенты квадратичной формы, положительная определённость 

которых гарантирует выпуклость потенциала и выявляет ограничения, 

накладываемые на механические характеристики разносопротивляющихся 

материалов, определяются применением следующей далее последовательностью 

соотношений: 
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Константы потенциала деформаций определяются по методике [118], кото-

рая использовалась для описания диаграмм деформирования графита АРВ, чтобы 
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избежать заметных погрешностей, которые характерны при квазилинейной 

аппроксимация при выходе на ветви упрочнения.  

На рисунке 2.9 приведены экспериментальные диаграммы деформирования 

(сплошные линии) и их нелинейные аппроксимации (сплошные линии с 

маркерами), полученные на основе соотношений (2.47), (2.49) для графита АРВ 

[166, 210, 223]. 

 

Рисунок 2.9 – Диаграммы деформирования графита АРВ 

при пропорциональном нагружении и их нелинейные аппроксимации: 

1 – 
1 2 3: : 1:0:0   = − ; 2 – 

1 2 3: : 1:0:0   = + ; 

3 – 
1 2 3: : 1: 1:0   = − + ; 4 – 

1 2 3: : 1: 1:0   = + + ; 

5 – 
1 2 3: : 1: 0,325:0   = + +  

Очевидно, что предлагаемые к использованию потенциальные соотношения 

достаточно универсальны и вполне применимы для расчёта НДС конструкций, 

выполненных из нелинейных материалов, чьи механические свойства проявляют 

зависимость от характеристик напряжённого состояния в точке. 
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2.3.3 Температурные константы термодинамического потенциала Гиббса 

Теплофизические константы термодинамического потенциала можно вычис-

лить по результатам обработки опытов, связанных с нагреванием и охлаждением 

одноосно растягиваемых и одноосно сжимаемых образцов из разносопротивляю-

щегося материала. Обоснованно полагая, что полная деформация образца опреде-

ляется суммой изотермической составляющей Wе  и деформации, полученной 

вследствие изменения температуры Те . Тогда выполняются соотношения [119]: 

- при одноосном растяжении вдоль оси k : 

W T

k k kе е е+ + += + , 

( ) 1

T W

k k k t t tе е е А В   + + + += − = + = , (2.61) 

2

T W

m m m t tе е е А  + + + += − = = ; 

- при одноосном сжатии вдоль оси k : 

W T

k k kе е е− − −= + , 

( ) 1

T W

k k k t t tе е е А В   − − − −= − = − = , (2.62) 

2

T W

m m m t tе е е А  − − − −= − = = . 

В соотношениях (2.61–2.62) обозначено: 1t   – коэффициенты линейного темпера-

турного расширения в продольном направлении; 2t   – такие же коэффициенты в 

поперечном направлении. Те и другие получены при растяжении (+) и сжатии (–) 

опытных образцов. Таким образом, получаем [119]: 

( )1 1

1

2
t t tA  + −= + , ( )1 1

1

2
t t tB  + −= − , (2.63) 

С учётом отношений связи (1.28), температурные константы нормированного 

пространства № 2 будут определяться выражениями: 

( )1 1 1

3

2
t t tb  + −= − ; ( )2 1 1

3

2
t t tb  + −= + . (2.64) 

Наличие в полиномиальном разложении (2.43) и (2.44) только двух констант 

приводит к ограничениям на экспериментально определяемые коэффициенты теп-

лового расширения [119]: 
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( )2 2 1 10,5t t t t   + − + −= = + . (2.65) 

Однако, по крайней мере в своей первой части, ограничение (2.63) не вызы-

вает возражений. Это объясняется тем, что предположить независимость коэффи-

циентов линейного теплового расширения в поперечном направлении от знака 

напряжений в продольном направлении вполне естественно. 

2.3.4 Законы изменения объёма и формы, 

фазовая характеристика, плотность энтропии 

Выражения законов изменения объёма, формы, фазовую характеристику и 

плотность энтропии значимо нелинейного изотропного разносопротивляющегося 

материала можно представить в форме последовательности соотношений: 

а) закон изменения объёма –  

( )1 2

0 0

t te b b
K D

 
 = + + + ; (2.66) 

б) закон изменения формы –  

2

1

0 0

1,5
1,5 1 ttg b

G D

 
  

 
= + + + 

 
; (2.67) 

в) фазовая характеристика –  

1
2 2 2

2 2

0

1

0 0 0

3 sin3
cos3

1,5

n

p p p

e p

p p

t

A C B
E n E

D E
tg

b

G D S

  
 

  


  

−  + + +
  +

  + +  =
 

+ + 
 

, (2.68) 

г) закон изменения плотности энтропии 

( )1 2 1

0

t t t

С
L b b b

Т


  = + + + .  (2.69) 

В формулах (2.66–2.69) использованы обозначения: 
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2.4 Выводы по главе 2 

1. Выполнен анализ современных потенциалов деформаций для материалов, 

относящихся к классу разносопротивляющихся, которые проявляют нелинейные 

свойства. Особенностью таких потенциалов, предложенных А.А. Трещёвым, Н.М. 
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Матченко в печатных работах [118, 119], является их формализация в пространстве 

нормированных напряжений. 

Сделан вывод об универсальности и эффективности применения потенциала де-

формаций, формализованного как W1, для моделирования механического поведения ма-

териалов, свойства которых зависимы от компонентного состава тензора напряжений. 

2. Проведена детализация алгоритма, обеспечивающего вычисления посто-

янных в составе выражений потенциалов W1-W3 по экспериментальным данным 

для следующего перечня материалов: графитов АРВ и ВПП, чугуна СЧ15-32 и тя-

жёлого бетона, имеющего значения прочности R- = 28,4 МПа и R- = 37,0 МПа. Кон-

троль достоверности вычислений осуществлялся сравнением аппроксимаций диа-

грамм деформирования с данными, полученными опытным путём. Подтверждён 

высокий уровень точности расчётного моделирования НДС с применением разра-

ботанных определяющих соотношений на примере расчёта конструкций из мате-

риала, обладающего выраженными свойствами разносопротивляемости. 

3. Предложены модифицированные формы термодинамического потенциала 

Гиббса с целью учёта нелинейных эффектов разносопротивляемости при расчёт-

ном моделирования в условиях термомеханического нагружения [116, 117, 331]). 
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3 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ 

ДЛЯ ТОНКИХ ПЛАСТИН ИЗ ИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА 

Теория деформирования материалов с усложнёнными свойствами – относи-

тельно молодая ветвь механики деформируемого твёрдого тела. Её становление отно-

сится к середине шестидесятых годов прошлого столетия. За прошедшие годы были 

сформулированы и применены разнообразные модели учёта свойств для разносопро-

тивляющихся и дилатирующих материалов. Такая оценка справедлива и в отношении 

развития механики материалов, учитывающей зависимость их механических характе-

ристик от компонентного состава тензора напряжений. Немало определяющих соотно-

шений разносопротивляющихся сред, базирующихся на различных технических гипо-

тезах и теоретических предпосылках, продемонстрировали свою работоспособность. 

Тем не менее, оказалось, что физическая природа этих тонких эффектов исследована 

недостаточно, так как применяемые теории далеко не всегда отражают реальное меха-

ническое поведение материалов [118, 119, 174]. 

Одной из причин наличия зависимости деформационных характеристик матери-

алов от вида напряжённого состояния являются дефекты типа пор и трещин. Их появ-

ление происходит в начально бездефектном материале, который в ходе деформирова-

ния сталкивается со стадией образования, накопления и слияния микродефектов, что 

порождает образование макроскопической трещины [26, 27, 186, 187]. 

Наиболее отчётливо это явление проявляется при деформировании компози-

ционных материалов (например, бетона, конструкционных графитов и др.), в кото-

рых стадия рассеянного разрушения реализуется, будучи сильно выраженной. При-

чиной тому является наличие в композитах большого количества границ раздела 

фаз, тормозящих трещины. Эффекты такого рассеянного разрушения наблюдаются 

и в вершине магистральной трещины, за счёт чего она и перемещается в повре-

ждённом материале. 

Возникновение микродефектов, таким образом, является причиной последу-

ющего окончательного разрушения. Они влияют на механические и физические ха-

рактеристики материала, приводят к изменению скорости ультразвука, модуля 

упругости, пределов пропорциональности, поверхности текучести, изменению 
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декрементов затухания и т.д. Поэтому о степени повреждения материала можно 

судить по внешним проявлениям, а по изменениям таких характеристик – о степени 

его дефектности. При наличии критерия образования макроскопической трещины 

и формализации связи изменений характеристик материала с ансамблем микроско-

пических трещин, образованных в теле под воздействием внешних условий, можно 

было решать проблему прогнозирования разрушающих нагрузок для конкретного 

материала несущего элемента, этот материал использующий. 

Разрушение – это центральная проблема прочности конструкций. Изучение 

условий распространения трещины или системы трещин, приводящих к разруше-

нию, разработка методов идентификации дефектности материала, построение фи-

зических и математических моделей описания деформирования сред с дефектами 

может предоставить возможность для анализа текущих условий эксплуатации кон-

струкции на предмет её разрушения. 

В диссертационном исследовании, на основе полученной в работах А.А. Тре-

щёва и Н.М. Матченко [118] оптимальной формы потенциала деформаций W1, для 

нелинейных изотропных материалов, сформулированы уравнения состояния мате-

риалов для плоского напряжённого состояния, особенностью которых является ис-

пользование определяющих соотношений для изотропных материалов со свой-

ствами, зависимыми от компонентного состава тензора напряжений. Эти соотно-

шения получены в рамках подхода, использующего нормированные пространства 

напряжений, с применением методики исследования трещинообразования для ма-

териалов, чьи свойства зависят от вида напряжённого состояния. Такая методика 

была предложена в работе А.В. Березина [26], где получены дифференциальные 

уравнения, описывающее плоское напряжённое состояние тонкой пластинки с учё-

том повреждаемости в форме трещины поперечного сдвига (трещины сдвига [187]) 

и трещины нормального разрыва. 

Решение данного класса задач представляет собой значительный интерес для ме-

ханики разрушения, позволяя исследовать процессы, протекающие около вершины тре-

щины при наличии повреждений в этой области. Это позволяет получить дополнитель-

ную информацию о форме разрушения твёрдого тела, что, в свою очередь, способствует 
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исследованию механизмов разрушения для разносопротивляющихся материалов со 

свойствами, зависимыми от компонентного состава тензора напряжений. 

3.1 Решение задач 

Задача № 1. Тонкая полубесконечная пластина с дефектом в форме трещины 

сдвига. Рассматривается задача об осесимметричном НДС тонкой пластины шириной B 

с бесконечной длиной при образовании трещины поперечного сдвига со свободными от 

усилий берегами [26, 187]. В качестве граничных условий заданы значения функции и её 

производных как функции полярного угла   раскрытия трещины. Выполнено сравнение 

результатов расчёта по предложенной модели с данными, полученными на базе физиче-

ских соотношений классической теории, которая не принимает во внимание эффекты 

разносопротивляемости. Проведён анализ влияния учёта свойств разносопротивляемо-

сти материалов при наличии повреждаемости указанного выше вида на НДС пластины, 

находящейся в плоском напряжённом состоянии. 

Параметры пластины в решаемой задачи проиллюстрированы рисунком 3.1. 

 

Рисунок 3.1 –  Схема модельной задачи № 1 для пластины 

Здесь r  – малое расстояние от вершины трещины. Учитывая осевую симметрию 

геометрии пластины для её решения, можно воспользоваться полярной системой коорди-

нат с центром в вершине трещины. Пластина считается ограниченной по торцам абсо-

лютно жёсткими и гладкими плоскостями. В качестве материала пластины были исполь-

зованы бетон с пределом прочности на сжатие 28,4R− =  МПа и графит АРВ [26, 98, 118]. 

Граничные условия задачи формулируются следующими образом:  
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- при 0 = , ( ) ( )0 0 0f f = = = = , ( )0 1f  = = ;  

- при  = , ( ) ( ) 0f f   = = = = ,  

где ( )f   – функция, учитываемая в функции напряжений, имеющая аргументом 

только угол раскрытия трещины . 

Как показали ранее проведённые эксперименты по решению задач механики 

деформируемого твёрдого тела и строительной механики для изотропных матери-

алов, свойства которых зависимы от компонентного состава тензора напряжений, 

определение их механического поведения можно проводить, используя потенциал 

1W , предложенный в работах [118, 187]. Этот потенциал позволяет эффективно и 

сравнительно просто формулировать физические зависимости между напряжени-

ями и деформациями для значимо нелинейных изотропных материалов с разными 

механическими характеристиками на растяжение и сжатие [187]. 

Вначале сформулируем определяющие соотношения для изотропного тела с 

отмеченными выше нелинейными свойствами. Для этого будут привлечены соот-

ношения [176]. 

    e A = , (3.1) 
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( ) ( ) ( )2 2

11 1 2 3 4{2 2 / 3 1 / 3 [ 2A R R R R   = + + − + − +  

( ) ( )2

11 22 0 5 22 04 2 / 9 ] [ cos3 1 2 2 2cos3 2 / ]} / 3;S R S       + − + + + − −  
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( )15 4 5 23 02 / 3 2 / 3 ;A R R S= −  
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( ) ( ) ( )2 2
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В соотношениях (3.2) используются следующие обозначения: 
iR  – кон-

станты потенциала деформаций 1W ; 
0S  – модуль вектора полного напряжения на 

октаэдрической площадке;  ,   – гармонические функции, которые трактуются как 

нормированные нормальные и касательные напряжения на октаэдрической пло-

щадке;   – фаза напряжений; ...e eA E  и ...p pA E  – константы, определяемые из экс-

периментов. Таким образом, получаем 
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.       (3.3) 

Отсюда следует, что определяющие соотношения для изотропных разносо-

противляющихся материалов [118] могут быть записаны в матричном виде. В этой 
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форме они и будут положены в основу разрешающих уравнений, которые учиты-

вают возникновение трещины сдвига. 

В соответствии с условиями плоского напряжённого состояния, значения 

компонентов тензора напряжений 
13 , 23 , 

33  и соответствующих компонентов 

тензора деформаций принимаются нулевыми. Теперь определяющие соотношения 

представляются выражениями: 

11 11 11 12 22e A A = + ; 22 12 11 22 22e A A = + , 12 66 12e A = .   (3.4) 

Для получения распределения напряжений и деформаций у вершины тре-

щины в зависимости от полярного угла   (угол раскрытия трещины) требуется вы-

полнить следующие действия: 

- ввести полярные координаты с центром в вершине трещины ( ),r  ;  

- ввести функцию напряжений ( , )r  . 

В данном исследовании не рассматривается та область трещины, где реали-

зуется асимптотика, так что функция напряжений принимает вид 3/2( , ) ( )r r f  =  

[23]. 

Воспользуемся дифференциальными уравнениями напряжений, приведён-

ными в монографии А.В. Березина [23] для трещин сдвига в телах, характеристики 

которых зависят от вида напряжённого состояния [187]: 

2

2 2

1 1
r

r r r

 




 
= +

 
; 

2

2r






=


; 

2

2

1 1
r

r r r


 


 

 
= −

  
.    (3.5) 

Запишем условие совместности, которому должны удовлетворять деформа-

ции в системе полярных координат:  

2 2

2 2

( )
2 r r r r

r r r
r r

    

  

     
= − + 

     
,    (3.6) 

где из условия равновесия деформации представляются функциями 

2 2
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1 1
e A A

r r r r


  



     
= + +   

     
, 

2

66 2

1 1
r A

r r r


 


 

  
= − 

   
.  (3.7) 

Выражения для деформаций (3.7) подставляем в уравнение совместности де-

формаций (3.6): 
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или 
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(3.9) 

В работе [23] показано, что решение такого вида уравнений можно получить 

методом малого параметра [59, 251]. Для подготовки уравнения к применению 

этого метода запишем его в рекомендованной форме [186, 187], которая гарантиро-

ванно позволяет находить нулевое приближение. Оно может быть также уже из-

вестным, например, если является решением одного из классических видов диффе-

ренциальных уравнений. Используя эти рекомендации, запишем: 
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.   (3.10) 

Решение уравнения (10) будем искать в характерном для метода малого па-

раметра виде [59, 187, 251]: 

* * 2 * * 2

0 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ........; (1 g g .....)f f bf b f b b     = + + + = + + + . 

Запишем граничные условия для свободных от усилий берегов трещины: 

( ) ( ) 0f f = = , ( ) ( )0 0 0f f = = . Нормируя, согласно условию ( )0 1f  = , полу-

чим уравнения, которым будут удовлетворять ( )if   ( 0, 1, 2, ...i = ) [23]: 

( ) 5 9
0

2 16

IV
f f f+ + = , 
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Нулевое приближение получается в форме ( )0
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Первое приближения описывается выражением 

1 1 1 1 1

* 3 * * 3 *
( *) cos cos sin sin

2 2 2 2
f А B C D

   
 = + + + +  

* *

1 1

0 0

* *

1 1

0 0

* *
3cos sin 3sin cos

2 2 2 2
1/ 3 0

3 * 3 3 * 3
cos sin sin cos .

2 2 2 2

d d

d d

 

 

   
 

   
 

 
−  +  + 

 
+ = 

 +  − 
 
 

 

 

. 

Здесь: 
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Учёт граничных условия определяет значения 1 1 0A B= = , так что для первого 

приближения имеет место соотношение: 
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 (3.12) 

Из разложения в ряды по b  граничных условий и условия нормировки с точ-

ностью до первой степени b получаем: 
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1 1 1 1
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 = +  −   ,   (3.13) 

1 1 1 1

0 0

2 1 1 3
( ) sin sin

3 2 2 2
g d d

 
 

  
  

=  +  −   . 

Учитывая, что ( ) ( )1 1 1 12 3 / 8 , 1 2 / 8C g D g = − = +  искомая функция будет: 
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  (3.14) 

Выражения для напряжений в полярной системе координат, связанной с вер-

шиной трещины, будут выглядеть следующим образом: 
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Используя физические соотношения для связи деформаций и напряжений 

(3.4), можно определить аналогичные выражения для деформаций. 

Результаты расчёта. В ходе выполнения расчётного моделирования, была 

решена модельная задача о плоском напряжённом состоянии тонкой пластинки из 

изотропного разносопротивляющегося материала с повреждением в форме тре-

щины поперечного сдвига. Расчёт выполнен для бетона и графита АРВ. Значения 

материальных констант [118] приведены в таблице 2.1. 

На рисунках 3.2–3.3 показаны результаты расчёта напряжений вблизи вер-

шины трещины (при 0,05r = ), для двух вариантов расчёта: с учётом теории дефор-

мирования материалов, свойства которых зависимы от компонентного состава 
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тензора напряжений, и без неё. В качестве материала пластины использован бетон 

с пределом прочности на сжатие 28,4R− =  МПа. 

 

Рисунок 3.2 – Напряжения ( )r   вблизи вершины трещины (r= 0,05), 

бетон 28,4R− =  МПа 

 

Рисунок 3.3 – Напряжения ( )   и ( )r   вблизи вершины трещины, 

бетон 28,4R− =  МПа 

Анализируя результаты, показанные на рис. 3.2–3.3, отметим, что при учёте 

эффекта разносопротивляемости – зависимости свойств материала от компонент-

ного состава тензора напряжений, наблюдается значительное снижение уровня 

 
σθ , МПа σrθ , МПа



 - 151 -  

возникающих напряжений вблизи вершины трещины. Параметром снижения явля-

ется угол раскрытия трещины  . 

На рис. 3.2 для напряжений r  разница достигает 290% в сжатой зоне и 17% 

в растянутой, при зависимости от полярного угла  , заданного в радианах.  

На рисунке 3.3 для напряжений   разница достигает 15% процентов, в зави-

симости от величины полярного угла. Для напряжений r  разница в сжатой зоне 

достигает 31%, а растянутой 86% при сохранении зависимости от значения поляр-

ного угла  . Наблюдаются также качественные различия результатов. 

Выявленные качественные и количественные эффекты хорошо согласуются 

с характером численных исследований, приведённых в известной работе А.В. Бе-

резина [23], что позволяет с уверенностью утверждать, что предлагаемая методика 

решения задач механики разрушения, для материалов, чьи свойства зависят от па-

раметров напряженного состояния, является вполне адекватной и может быть при-

менена для решения практических задач [187]. 

На рис. 3.4, 3.5 показаны результаты расчёта деформаций вблизи вершины 

трещины при значении 0,05r = .  

 

Рисунок 3.4 – Деформации ( )r   и ( )   вблизи вершины трещины 

бетон 28,4R− =  МПа 
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Рисунок 3.5 – Деформации ( )r  , бетон 28,4R− =  МПа 

Разница в расчётных значениях деформаций, по экстремальным значениям, 

достигает величины в 19–110%. 

На рис. 3.6–3.8 показаны результаты расчёта деформаций и напряжений в пла-

стине из графита АРВ (см. таблицу 2.1) вблизи вершины трещины при 0,045r = ). 

 

Рисунок 3.6 – Деформации ( )r   и ( )r   вблизи вершины трещины, 

графит АРВ 
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Рисунок 3.7 – Деформации ( )   и напряжения ( )r   вблизи вершины трещины, 

графит АРВ 

 

Рисунок 3.8 – Напряжения ( )   и напряжения ( )r   вблизи вершины трещины, 

графит АРВ 

Разница в результатах определения параметров НДС по напряжениям достигает 

значений в 45–150%, в зависимости от угла раскрытия трещины. Для значений дефор-

маций, в зависимости от угла и конкретной величины, разница колеблется в пределах 

18–96%. Можно утверждать, что учёт зависимости механических характеристик 
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материала от параметров напряженного состояния, а также различной работы матери-

ала на растяжение и сжатие, вносит существенную поправку в результаты и не может 

быть проигнорировано. 

Задача № 2. Полубесконечная пластина с дефектом в форме трещины нор-

мального разрыва. Рассматривается задача об осесимметричном НДС тонкой пла-

стины шириной B и бесконечной длины с учётом наличия трещины нормального 

разрыва с берегами, свободными от усилий. Граничные условия задаются значени-

ями функции f(θ) и её производных, аргументом которых является полярный угол 

θ [23, 26, 186]. В этой публикации проводится сравнение результатов применения 

предложенной модели, которая учитывает разносопротивляемость материалов, с 

результатами расчёта модели из классического изотропного материала. Выполнен 

анализ учёта влияния свойств разносопротивляемости материалов и наличия по-

вреждаемости (в виде трещины сдвига) на НДС тонкой пластинки в условиях плос-

кого напряжённого состояния. 

 

Рисунок 3.9 – Схема модельной задачи пластины 

в плоском напряжённом состоянии 

На рисунке 3.9 использованы следующие обозначения: r – расстояние от вер-

шины трещины. Симметричность расчётной схемы пластины позволяет использо-

вать полярную систему координат с центром в вершине трещины. Пластина счита-

ется ограниченной по торцам абсолютно жёсткими и гладкими плоскостями. Ис-

пользованные варианты материала пластины – бетон с пределом прочности на 
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сжатие 28,4R− =  МПа и графиты АРВ и ВПП. Отметим, что указанные материалы 

в постановке этой задаче ещё не применялись [186]. 

Формулировка граничных условий в полярной системе координат представ-

лена равенствами:  

- при 0 = , ( 0) ( 0) 0f f  = = = = , ( 0) 1f  = = ;  

- при  = , ( ) ( ) 0f f   = = = = . 

Здесь ( )f   – функция, учитываемая при определении напряжений. Она зави-

сит только от полярного угла, именуемого углом раскрытия трещины. 

Методология расчёта. Проведённые вычислительные эксперименты по ре-

шению задач механики твёрдого тела для начально-изотропных материалов со 

свойствами, зависимыми от компонентного состава тензора напряжений, показали 

эффективность применения потенциала 1W  (1) [118]. Используем этот потенциал 

для задачи № 2 по алгоритму, показанному в задаче № 1.  

Определяющие соотношения для начально-изотропного тела получим, опира-

ясь на соотношения (3.1)–(3.2) и результаты работы [119]. 

Повторяя действия, продемонстрированные в задаче № 1, введём полярные ко-

ординаты ( ),r   с начальной точкой в вершине трещины и функцию напряжений 

. Ограничиваясь плоским напряжённым состоянием, будем исследовать рас-

пределение характеристик НДС в районе начала координат.  

Поскольку в данном исследовании не рассматривается область трещины, где 

реализуется асимптотика, становится возможным использование функция напря-

жений в форме 3/2( , ) ( )r r f  =  [23]. 

Для получения разрешающего уравнения воспользуемся дифференциальными 

уравнениями для компонент тензора напряжений (3.5)–(3.7). Их применение поз-

воляет получить уравнение [186]: 
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Это дифференциальное уравнение имеет характер разрешающего и сформули-

ровано относительно функции f(θ), определяющей функцию напряжения с учётом 

наличия трещины нормального разрыва. Однако получение аналитического реше-

ния этого уравнения серьёзно затруднено. Поэтому его решение будем получить 

численным методом конечных разностей, эффективно проявившим себя в решении 

подобных уравнения [36, 38, 186]. Использование метода конечных разностей 

(МКР), при дискретизации по независимой переменной   на отрезке  0; , 

проводилось с постоянным шагом / n  на 1n −  секторах угла раскрытия трещины. 

Замена производных функции ( )f   выражениями в конечных разностях, 

приводит к формированию разностного аналога разрешающего дифференциаль-

ного уравнения [36, 123]. Аппроксимация первой и более высоких производных 

функции ( )f   по полярному углу использует центральную разность обычной точ-

ности ( 2 ), что даёт нам их выражения в виде [38]: 

1 1( ) ( ) / 2I

i if f f + −= −  ,  

2

1 1( ) ( 2 ) /II

i i if f f f + −= − +  , 

3

2 1 2 2( ) ( 2( ) ) / 2III

i i i if f f f f + + − −= − − −  ,

4

1 2 1 2( ) (6 4 4 ) /IV

i i i i if f f f f f + + − −= − + − +  . 

Чтобы избежать введения законтурных неизвестных, в граничных точках 

применяются односторонние (левые и правые) четырёхточечные разности порядка 

точности ( 2r ). Тот же подход реализован для вычисления производных функции 

( )f   по полярному углу трещины:  
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Для получения численных данных были использованы три вида материалов, чьи 

физико-механические характеристики значимо зависят от вида напряжённого состоя-

ния. На рис.3.10–3.11 показаны результаты расчёта напряжений вблизи вершины тре-

щины (при 0,04r = ), для двух вариантов расчёта: с учётом теории деформирования 

разносопротивляющихся материалов и без. Приведём краткий алгоритм расчёта. 

Первый шаг. Формируются системы алгебраических уравнений согласно 

(3.15) в конечно-разностной форме. 

Второй шаг. Получение решения системы в форме численных значений функ-

ции f ( )  для каждого заданного значения полярного угла. 

Третий шаг. По известным функциям f ( )  в каждой узловой точке сетки 

определяются значения деформаций и напряжений r ,  , r  , r ,  , r . 

Четвёртый шаг. Вычисление нелинейных коэффициентов из определяющих соот-

ношений, используемых при формировании системы алгебраических уравнений, для по-

лучения последующих приближений искомого решения. Далее повторяются второй, 

третий и четвёртый этапы расчёта до получения удовлетворительной точности. 

Итерационная процедура ограничивается при достижении разницы между по-

следующими и предыдущими приближениями порядка 0,1% (по максимальным пе-

ремещениям), которая достигается через 7–8 итераций. 

На рис. 3.10 приведены результаты оценки сходимости конечно-разностной 

схемы для разных шагов разбиения полярного угла раскрытия трещины. 

Наглядно показано, что итерационно-циклический алгоритм достижения за-

данной точности уверенно сходится по мере увеличения числа точек разбиения. 

Конкретно можно указать на число точек разбиения равное 160n = , которое явля-

ется оптимальным для обеспечения сходимости вычислительного процесса с задан-

ной точностью. Такая точность достигнута при получении числовых значений вы-

числяемых параметров с погрешностью 0,1...0,05%E = . 

Анализ качественных различий в результатах на рисунках 3.11–3.13 (см. ниже) по-

казал, что при учёте эффекта разносопротивляемости и зависимости свойств материала 

от компонентного состава тензора напряжений наблюдается заметное и даже 
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значительное увеличение уровня возникающих напряжений вблизи вершины тре-

щины, причём эта разница явно зависит от угла раскрытия трещины   (полярного 

угла). 

 

Рисунок 3.10 – График сходимости метода конечных разностей 

по максимальным функциям f ( )  в зависимости от 

количества точек дискретизации по независимой переменной 

Анализ количественных показателей данных на рисунках 3.11–3.13 позво-

ляет сделать вывод, что учёт зависимости механических характеристик от парамет-

ров напряжённого состояния при расчёте тонких пластин [151], имеющих дефект в 

форме трещины, значительно влияет на величины параметров НДС. Расхождения, 

в целом, могут достигать 123% по напряжениям и 99% по деформациям, в зависи-

мости от материала, рассматривания экстремально достигаемые значения. 

При детальном рассмотрении полученных результатов, можно сделать также 

вывод, что при плоском наряженном состоянии деформации , ,r r     и напряже-

ния , ,r r     значительно зависят от особых свойств материала, и решение, полу-

ченное с их учётом, имеет расхождение от 20% до 40% с решением, полученным 

по классической теории, то есть без учёта зависимости свойств материала от ком-

понентного состава тензора напряжений. 
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Рисунок 3.11 – Характеристики НДС вблизи вершины трещины в пластине, 

выполненной из графита марки ВПП 
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Рисунок 3.12 – Характеристики НДС вблизи вершины трещины 

в пластине, выполненной из графита марки АРВ 
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Рисунок. 3.13 – Характеристики НДС вблизи вершины трещины в пластине, 

выполненной из бетона с пределом прочности на сжатие 28,4R− =  МПа 

Для графита ВПП (рисунок 3.11) разница по деформациям составила до 39%, по 

напряжениям – до 50%; для графита АРВ (рисунок 3.12) по деформациям до 45%, по 

напряжениям – до 49%; для бетона (рисунок 3.13) – 72% и 87%, соответственно.  
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3.2 Выводы по главе 3 

1. Использованный для проведения расчётного моделирования распределе-

ния характеристик НДС потенциал деформаций обеспечивает учёт участвующих в 

деформировании под нагрузкой материалов, которые обладают зависимостью от 

компонентного состава тензора напряжений [23–26, 118, 119, 186, 187, 216].  

2. Представленная методика формирования разрешающих уравнений услож-

нённых моделей поведения материалов, имеющих дефекты, обеспечивает уравне-

ниям тип, допускающий применение численных методов для получения их реше-

ния. И тем самым обеспечивает возможность расчётного моделирования тонких 

пластин из изотропного материала, при зависимости его свойств от компонентного 

состава тензора напряжений, с повреждением в форме трещин различного вида, для 

задачи получения характеристик НДС.  

3. Результаты вычислительных экспериментов с новыми расчётными моде-

лями зафиксировали ощутимое влияние наличия разносопротивляемости при по-

становке задач о разрушении несущих элементов конструкции. Доказано, что чис-

ловая модель характеристик НДС в зоне локации дефекта получила изменения зна-

чений своих составляющих, порядок которых чётко указывает на наличие их зави-

симости от компонентного состава тензора напряжений в зоне развития дефекта в 

форме трещины.  

4. Материалы этого раздела и полученные в нём результаты решения модель-

ных задач уточняют прогноз числовой модели характеристик НДС при наличии 

факторов разрушаемости несущих элементов конструкции в форме трещин в усло-

виях, когда применяемый материал является разносопротивляющимся. 
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4 ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

4.1 Выбор метода решения поставленной задачи 

В настоящее время многие жилые многоэтажные здания из монолитного же-

лезобетона представлены несущими элементами преимущественно в форме парал-

лелепипеда, то есть элементами, один геометрический размер которого на не-

сколько порядков меньше, чем два других. Это даёт основание при расчётном мо-

делировании заменять их плоскостными моделями плит или оболочек. 

В первой главе диссертации было отмечено, что все САЕ системы при рас-

чёте зданий из железобетона используют МКЭ независимо от того, плоская или 

объёмная модель несущего элемента применяется. Поэтому и на базе теории нор-

мированных пространств Матченко-Трещёва [118, 119, 174, 176] требуется полу-

чить конечный элемент, позволяющий учитывать разносопротивляемость при 

определении НДС конструкции.  

Анализ подходов к реализации сформулированной задачи показал, что инте-

рес представляет использование гибридной концепции МКЭ, базирующейся на мо-

дифицированной вариационной формулировке для сопряжённого гибридного по-

тенциала [176, 281, 282, 304, 326].  

Основанием для сделанного выше выбора служит тот факт, что на множестве 

всех допустимых напряжений и перемещений сопряжённый гибридный функцио-

нал принимает стационарное значение при действительном решении задачи, кото-

рое является единственным. Напряжения принадлежат множеству допустимых, 

если они в каждом элементе непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют усло-

виям равновесия. Функции перемещений являются допустимыми, если на границах 

элемента они непрерывны и удовлетворяют заданным кинематическим условиям.  

Модификация вариационной формулировки направлена на учёт объёмных 

сил, начальных деформаций и упрощение оценки практической сходимости про-

цесса вычислений. Модификация направлена на создание конечного элемента для 

описания поведения вертикальных и горизонтальных элементов строительного 

объекта. Основы необходимой конечно-элементной формулировки изложены в 
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работе [156, 164, 326], а в этой главе будут приведены основные формулы и соот-

ношения, реализующие поставленную цель. 

На рисунке 4.1 приведены основные виды конечных элементов, применяе-

мых для построения расчётных моделей зданий и сооружений. 

 

Рисунок 4.1 – Основные типы применяемых конечных элементов 

Основной задачей проектировщика, который занимается расчётным моделиро-

ванием, является получение числовых значений характеристик НДС реальной кон-

струкции, среди которых определяющими являются поля напряжений и перемещений. 

Решение этой задачи опирается на то разнообразие аналитических и численных мето-

дов, которое доступно в настоящее время. В то же время следует отметить, что для ма-

териалов сложной структуры возможности аналитических методов ограничены весьма 

узким классом задач. Такие задачи включает простейшие гипотезы о распределении 
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параметров НДС по несущим элементами конструкции с учётом ограниченного числа 

значений их механических характеристик.  

Одним из магистральных направлений развития строительной механики как 

науки является использование новых теоретических моделей, разрабатываемых меха-

никой деформируемого твёрдого тела применительно к экспериментально проявив-

шимся эффектам, связанным со свойствами материалов, используемых в несущих эле-

ментах строительных конструкций. Такие модели основаны на отказе от части гипотез, 

регламентирующих как форму конструкции, так и приближённых способов описания 

реальных свойств материала. Реализация этого направления развития строительной ме-

ханики приводит к усложнению системы разрешающих уравнений, что делает невоз-

можным использования новых моделей в практических целях. Эта проблема в настоя-

щее время решается применением достижений вычислительной математики на пути 

развития численных методов, одним из которых является МКЭ.  

МКЭ развивался стремительными темпами, что стало особенно заметно с по-

явлением широкого спектра вычислительных средств. Внедрение персональных 

компьютеров в исследовательские и проектные организации привело к многочис-

ленным, и достаточно успешным, попыткам применить достижения теории на 

практике, используя возможности комплексов программ в составе САЕ система. 

Именно эти системы используют МКЭ в качестве главного инструмента как для 

расчётного моделирования, так и вычислительных экспериментов с новыми теоре-

тическими моделями.  

МКЭ в строительной механике и механике деформируемого твёрдого тела 

пользуется представлением о сплошной среде, как множестве идентифицирован-

ных фрагментов – конечных элементов (КЭ), которые, несмотря на незначительный 

размер, обладают всеми свойствами исходной среды. 

Опыт применения МКЭ в средах САЕ показывает, что большинство совре-

менных задач строительной механики может быть представлено в виде совокупно-

сти конечных элементов того или иного вида, обеспечивающих вычисление НДС с 

допустимой погрешностью. На сегодня имеется большое разнообразие специали-

зированных конечных элементов, ориентированных на решение определённого 
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класса задач. Среди них можно найти и конечные элементы, учитывающие различ-

ные дополнительные свойства используемых материалов. 

Массово применяемые конечные элементы приведены на рисунке 4.1. Каж-

дый из типов можно характеризовать геометрическим признаком (одномерные, 

двумерные и трёхмерные), а также числом степеней свободы в узле дискретизации, 

которые определяют возможный вид НДС. Для целей дальнейшего изложения вве-

дём обозначения: n – количество узлов дискретизации, представляющего КЭ в ис-

ходной среде, r – число степеней свободы узла в качестве количества допустимых 

независимых перемещений в некоторой системе координат: локальной, связанной 

с КЭ, или глобальной – общей для всех КЭ среды. 

4.2 Описание модели плоского конечного элемента и её адаптация 

Выбор КЭ-модели изгиба железобетонных конструктивных элементов, первона-

чально был основан на треугольных изопараметрических КЭ, представленных в [131, 

164], что предполагало получение простыми средствами приемлемых по точности ре-

зультатов. Однако, численные эксперименты с пластинами и оболочками из упругого 

изотропного линейного материала показали, что при уменьшении их толщины прояв-

ляется эффект прогрессирующего возрастания изгибной жёсткости (широко известное 

явление «паразитных жёсткостей» [176]), отсутствующий в классической теории из-

гиба тонких пластин и оболочек [37, 45, 317]. В плоских железобетонных элементах 

уменьшение толщины происходит по мере образования и расширения трещин, что 

весьма увеличивает погрешность расчётов. Кроме того, треугольные элементы, осно-

ванные на гибридной формулировке МКЭ, позволяют получать результаты, сравнимые 

по точности с четырёхугольными элементами, но при этом, не имеют ограничений на 

тип и вид триангулируемой поверхности [174, 176]. 

Свободными от «паразитных жёсткостей» элементами оказались гибридные 

конечные элементы [176, 279, 281, 282], которые применяются в отечественном 

комплексе STARK ES. R.D. Cook приводит две модификации гибридного конеч-

ного элемента с тремя степенями свободы в узле [281], различие между которыми 

проявляется в степени точности интегрирования. Прямое применение таких конеч-

ных элементов к расчёту железобетонных оболочек невозможно, так как они не 
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учитывают продольные усилия и перемещения срединной плоскости. Потребова-

лась разработка более эффективной модификации гибридного КЭ с пятью степе-

нями свободы в узле, для которого была сформирована матрица жёсткости плос-

кого треугольного элемента. 

4.2.1 Матрица жёсткости конечного элемента 

Связь между деформациями и перемещениями в рамках гипотез Власова-Тимо-

шенко использует соотношения: 

( )
11 1,1 3 2,1 22 2,2 3 1,2 33

12 1,2 2,1 3 2,2 1,1 13 2 '1 23 1 '2

; ; 0;

; ; ,

e u x e u x e

u u x w w

 

      

= + = − =

= + + − = + = − +
   (4.1) 

где 
ku  – горизонтальные перемещения; 3x  – координата по толщине; k  – углы пово-

рота срединной поверхности; 
k  – деформации поперечного сдвига; 'kw  – производная 

от прогиба. Уравнения равновесия имеют традиционную форму записи: 

11,1 12,2 12,1 22,2

11,1 12,2 1 12,1 22,2 2 1,1 2,2

0; 0;

; ; .

N N N N

M M Q M M Q Q Q q

+ = + =

+ = + = + =
  (4.2) 

Зависимость между деформациями и напряжениями, вытекающая из потенциала 

1W  (см. главу 2) в матричном виде формулируется произведением матриц [176]: 

    e A = ,  (4.3) 

где 

     

11 12 16 14 1511 11

22 26 24 2522 22

66 64 6512 12

44 4513 13

5523 23

; ;

A A A A Ae

A A A Ae

A A Ae A

sim A A

A





  

 

 

    
    
       
 = = =   
    
    
         

. 

Здесь 
11A , 

12A , 
16A , 

14A , 
15A , 

22A , 
26A , 

24A , 
26A , 

66A , 
64A , 

65A , 
44A ; 

45A , 
55A  – 

компоненты симметричной матрицы  A , включающей функции и константы потенци-

ала 1W , обозначенные через kR  [118]. 

Связь между напряжениями и деформациями представим в виде [176]: 

    B e = ,  (4.4) 
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где    
1
.B A

−
=  

Тогда усилия в сечении элемента определяются следующим образом [176]: 

( )
/2 /2 /2

3 3 3 3 3

/2 /2 /2

; ; , , 1,2

h h h

i j i j i j i j i i

h h h

N dx M x dx Q dx i j  
− − −

= = = =    (4.5) 

Связь между вектором обобщённых сил и вектором обобщённых деформаций сре-

динной поверхности использует матрицы: 

   

11 12 16 14 15 11 12 16 2,111

22 26 24 25 12 22 26 122

66 64 65 16 26 6612

44 45 14 24 461

55 15 25 652

11 12 1611

22 2622

6612

; ;

D D D K K K K KM

D D K K K K KM

D K K K K KM

C C C C CQ
M D

C C C CQ

Sim C C CN

C CN

CN







  
   −
  
  
  

   = = =   
   
   
   
   
      

,2

2,2 1,1

13

23

1,1

2,2

1,2 2,1

;

u

u

u u

 





 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 
 
 + 

(4.6) 

где 

/2 /2 /2

2

3 3 3 3 3

/2 /2 /2

; ;

h h h

km km km km km km

h h h

C B d x K B x d x D B x d x
− − −

= = =    – интегральные жёст-

костные параметры, получаемые в результате выполнения численного интегрирования 

по толщине элемента, и зависящие от напряжённого состояния. 

Внутри конечного элемента вектор обобщённых сил представим следующим 

образом [176]: 

     ,M P =  (4.7) 

где    P – матрица некоторых функций от координат точки элемента;   – вектор 

коэффициентов, подлежащих определению. 

Вектор обобщённых деформаций запишем в виде 

         
1

.D M E M
−

= =  (4.8) 

Учитывая, что матрица    E  представляет собой интеграл по толщине плос-

кого элемента, определим энергию деформации для объёма конечного элемента, 

как интеграл по его площади 

     
1

2

T

S

U M E M dS=  . (4.9) 
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P. Tong и T.T.H. Pian показали [311, 326], что конечные элементы данного 

класса основаны на функционале вида  

         ,

n

TT

n

n V S

П U t d S t d S
 
 = −  + 
 
 

    (4.10) 

где  nV  – граница объёма элемента; S – часть  nV , подвергнутая действию внешнего 

вектора сил  ;   n – количество элементов;   t – граничные перемещения, связан-

ные с узловыми перемещениями    q выражением 

     .t L q=  (4.11) 

Вектор сил на границе элемента      определяется из уравнения: 

     ,R  =  (4.12) 

где    R  – матрица    P  для контура  nV  элемента. 

Подставляя выражения (4.6), (4.9), (4.11), (4.12) в уравнение (4.10), получим 

              0

1
, 

2

TT T

n

П H T q q  
 

= − +  
 

  (4.13) 

где 

        ;
T

S

H P E P dS=   (4.14) 

       ;

n

T

V

T R L dS=   (4.15) 

     0 .
T

S

L dS =   (4.16) 

Определяя вариации функционала (4.13) по параметрам    ,  q  и прирав-

нивая эти вариации нулю, можно получить выражение вида [176]: 

         
1

0 ,  
T

n n

T H T q
−

=    (4.17) 

откуда можно выделит матрицу жёсткости элемента 

        
1

. 
T

K T H T
−

=  (4.18) 

Кроме того, при определении вариации функционала (4.13) по неизвестным 
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коэффициентам      можно установить связь этих коэффициентов с узловыми пе-

ремещениями 

       
1

. H T q
−

=  (4.19) 

Подставляя коэффициенты      в соотношения (4.13), приходим к зависи-

мостям вида 

        
1

. M P H T q
−

=  (4.20) 

Таким образом, вектор обобщённых сил    M  полностью определён сразу 

после вычисления узловых перемещений. 

4.2.2 Матрица [H]  

Вектор обобщённых сил    M  через неизвестные коэффициенты     : 

11 1 4 1 9 2 22 2 5 2 10 1 12 3 12 1 11 2

1 4 11 2 5 12 11 6 22 7 12 8

; ; ;

; ; ; ; .

M x x M x x M x x

Q Q N N N

        

      

= + + = + + = + +

= + = + = = =
 (4.21) 

 

Рисунок 4.2 – Схема треугольного конечного элемента в плоскости 
1 2Ox x  



 - 171 -  

Тогда имеем: 

  

1 2

2 1

2 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
;  

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

x x

x x

x x

P

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
  

 (4.22) 

    1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T

            =  (4.23) 

Подставляя (4.22) в соотношение (4.14) и учитывая выражения [123] 

( ) ( )

( )

0 1 1 2 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 2

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0,

1
1

1 площадь треугольника,
2

1

, ,
12 12

,
12

S S

i i

j j

S

k k

i j k i j k

S S

i i j j k k

S

S x dx dx x dx dx

x x

S dx dx x x

x x

S S
S x dx dx x x x S x dx dx x x x

S
S x x dx dx x x x x x x

= = =

= = −

= = + + = = + +

= = + +

 



 



 (4.24) 

выражения для компонентов квадратной матрицы двенадцатого порядка   :H  

1,1 11 2,1 12 3,1 16 4,1 14

1,2 12 2,2 22 3,2 26 4,2 24

1,3 16 2,3 26 3,3 66 4,3 64

1,4 14 2,4 24 3,4 64 4,4 44 1 11

1,5 15 2,5

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

;

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E S E

H S E H S

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  =  + 

=  = 25 3,5 65 4,5 45 3 12

1,6 11 2,6 12 3,6 16 4,6 14

1,7 12 2,7 22 3,7 26 4,7 24

1,8 16 2,8 26 3,8 66 4,8 46

1,11 14 2,11 24 3,11 6

; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ;

E H S E H S E S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E

 =  =  + 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  4 4,9 3 11 4,10 1 12

1,12 15 2,12 25 3,12 65 4,11 3 16 44

; ; ;

; ; ; ;

H S E H S E

H S E H S E H S E H S E S E

=  = 

=  =  =  =  + 

 

4,12 1 16 45;H S E S E=  +   
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5,1 15 6,1 11 7,1 12 8,1 16

5,2 25 6,2 12 7,2 22 8,2 26

5,3 65 6,3 15 7,3 26 8,3 66

5,4 3 12 46 6,4 14 7,4 24 8,4 46

5,5 2 22 55

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E S E H S E H S E H S E

H S E S E

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  +  =  =  = 

=  +  6,5 15 7,5 25 8,5 65

5,6 15 6,6 11 7,6 12 8,6 16

5,7 25 6,7 12 7,7 22 8,7 26

5,8 65 6,8 16 7,8 26 8,8 66

5,9 2 12 6,11 14 7,11 2

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ;

H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E H S E

H S E H S E H S E

=  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  = 

=  =  =  4 8,11 46

5,10 3 22 6,12 15 7,12 25 8,12 65

; ;

; ; ; ;

H S E

H S E H S E H S E H S E

= 

=  =  =  = 

 

9,4 3 11 9,5 2 12 9,9 2 11

9,10 3 12 9,11 2 16

9,12 3 16 5,11 2 26 46 5,12 3 26 55

; ; ;

; ;

; ; ;

H S E H S E H S E

H S E H S E

H S E H S E S E H S E S E

=  =  = 

=  = 

=  =  +  =  + 

10,4 1 12 11,1 14 12,1 15

10,5 3 22 11,2 24 12,2 25

10,9 3 12 11,3 64 12,3 65

10,10 1 22 11,4 3 16 44 12,4 1 16 46

10,11 3 26 11,5 2 26 45 12,

; ; ;

; ; ;

; ; ;

; ; ;

; ;

H S E H S E H S E

H S E H S E H S E

H S E H S E H S E

H S E H S E S E H S E S E

H S E H S E S E H

=  =  = 

=  =  = 

=  =  = 

=  =  +  =  + 

=  =  +  5 3 26 55

10,12 1 26 11,6 14 12,6 15

11,7 24 11,11 2 66 44 12,7 25

11,8 46 11,12 3 66 45 12,8 65

11,9 2 16 12,11 3 66 46 12,9 3 12

11,10 3 26

;

; ; ;

; ;

; ;

; ; ;

;

S E S E

H S E H S E H S E

H S E H S E S E H S E

H S E H S E S E H S E

H S E H S E S E H S E

H S E H

=  + 

=  =  = 

=  =  +  = 

=  =  +  = 

=  =  +  = 

=  12,12 1 66 55 12,10 1 26. ,S E S E H S E=  +  = 

 

где 
i jE – элементы матрицы    E , а прочие элементы матрицы    H – нулевые [176]. 

4.2.3 Матрица    T  

Определение элементов матрицы    T  непосредственно по формуле (4.15) оказа-

лось трудоёмким, так как квадратная матрица    L  для треугольного конечного элемента 

с пятью степенями свободы в узле имеет порядок 15 [176]. Но матрицу    T  можно по-

лучить другим способом. Для этого запишем выражение работы вектора обобщённых 

сил    M  вдоль контура конечного элемента, а затем выделим из этого выражения век-

торы    
T

  и    q , тогда то, что останется, и будет матрицей  .T   
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Из условия равновесия элементарного треугольника ABC , приведённого на 

рисунке 4.3, вытекают следующие равенства: 

 

11 11 12 22 22 12

11 11 12 22 22 12

1 2

; ;

; ;

, cos ; sin .

ij ij ij ij

ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

M M C M S M M S M C

N N C N S N N S N C

Q Q C Q S C S 

= + = − −

= + = +

= + = =

 (4.25) 

Учитывая зависимости (4.25), определим работу распределённых вдоль сто-

роны i j−  сил и моментов следующим образом (см. рисунок 4.3): 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 2 12 22 1 12 11 2

0

11 12 1 22 12 2

[

] ,

ij ij ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij

A L Q C Q S w M C M S M S M C

N C N S u N S N C u d

 



= + − + + + +

+ + + +


(4.26) 

где / ijl L =  – безразмерная координата, измеряемая вдоль стороны конечного эле-

мента .i j−  

 

Рисунок 4.3 – Схема усилий и перемещений на стороне конечного элемента [176] 

Работа усилий и моментов, совершаемая на соответствующих перемещениях 

вдоль всего контура треугольного конечного элемента, может быть представлена 

суммой: 
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12 23 31A A A A= + +  (4.27) 

Зададим вектор перемещений в i -ом узле конечного элемента 

      1 2 1 2 1 2 3 4 5 .
T T

i i i i i i i i i i iq w u u q q q q q = =  (4.28) 

Тогда вектор узловых перемещений всего конечного элемента можно запи-

сать в форме 

    1 2 3 15... .
T

q q q q q=  (4.29) 

Аппроксимацию граничных перемещений проведём с учётом узловых пере-

мещений, воспользовавшись представлением [176]: 

 

( )   ( )( )

( )   ( )  

( )   ( )  

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 / 2;

1 ; 1 ;

1 ; 1 ;

i j ij i j

i j i j

i j i j

w w w L

u u u u u u

     

         

   

= − + − −  

= − = −      

= − = −      

 (4.30) 

где 
1 2 1 2; ;i i ij i ij j j ij j ij ijc S c S L     = + = +  – длина стороны .i j−  

Представим текущие координаты 
1 2,x x  на стороне  i j−  через координаты 

узлов в виде  

 
1 1 2 2; .i ij ij i ij ijx x L s x x L c = − = +  (4.31) 

Подставляя зависимости (4.21), (4.26), (4.30), (4.31) в уравнение (4.27), учи-

тывая при этом (4.29) и выделяя векторы    ,  
T

q , получим выражения для эле-

ментов матрицы  ,T  порядка 12 15:  

1,1 1,8 1,13

2,2 2,7 2,12

/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;

/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;

j k i k j i

j k i k j i

T y y T y y T y y

T x x T x x T x x

= − = − + = − +

= − = − + − +
 

3,2 3,3 3,7

3,8 3,12 3,13

/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;

/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;

j k j k i k

i k j i j i

T y y T x x T y y

T x x T y y T x x

= − + = − + = −

= − = − = −
 

2 2

4,1 4,2

4,3

/ 2 / 2; /12 / 6 / 6 /12;

5 /12 /12 /12 /12 /12 5 /12 ;

j k j j i i k k

i j j j j i i k k k k i

T y y T y y y y y y

T x y x y x y y x y x y x

= − = − + −

= + − + − −
 

2 2

4,6 4,7/ 2 / 2; / 6 /12 /12 - / 6;i k j i i k m jT y y T y y y y y y= − + = − +  

4,8 /12 /12 5 /12 /12 5 /12 - /12;i j i i j i k k k j j kT x y x y x y y x y x y x= − − + +  

4,11 4,12/ 2 / 2; / 6 - /12 /12 - / 6;j i k j j j i i i kT y y T y y y y y y y y= − + = +  

4,13 /12 /12 5 /12 /12 /12 5 /12 ;i i j j i k k i k j j kT x y x y y x y x y x y x= − + − + −  
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5,1

5,2

/ 2 / 2;

/12 /12 5 /12 5 /12 /12 /12;

j k

i j j j j i i k k k k i

T x x

T x y x y x y y x y x y x

= − +

= − + + − − +
 

5,3 5,6/ 6 /12 /12 / 6; / 2 / 2;i j j j k k k i i kT x x x x x x x x T x x= − + − + = −  

5,7 5 /12 /12 /12 /12 /12 5 /12 ;i j i i j i k k k j j kT x y x y x y y x y x y x= − − + + − +  

5,8 5,11/12 / 6 / 6 /12; / 2 / 2;i i i j j k k k j iT x x x x x x x x T x x= − + − + = −  

5,12 /12 /12 /12 5 /12 5 /12 /12;i i j j i k k i k j j kT x y x y y x y x y x y x= − − + − +  

2 2

5,13 /12 / 6 / 6 /12;j j k k i iT x x x x x x= − + − +  

6,4 6,9 6,14/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;j k i k j iT y y T y y T y y= − = − + = − +  

7,5 7,10 7,15/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;j k i k j iT x x T x x T x x= − + = − = −  

8,4 8,5 8,9

8,14 8,15

/ 2 / 2; / 2 / 2; / 2 / 2;

/ 2 / 2; / 2 / 2;

j k j k i k

j i j i

T x x T y y T x x

T x x T y y

= − + = − = −

= − = − +
 

2 2

9,3

2 2 2 2

9,8 8,13

/ 6 / 6 / 6 / 6;

/ 6 / 6 / 6 / 6; / 6 / 6 / 6 / 6;

j j i i k k

j i i k k j k j j i i k

T y y y y y y

T y y y y y y T y y y y y y

= + − −

= − − + + = − − + +
2 2 2 2

10,2 10,12

2 2

10,7

/ 6 / 6 - / 6 / 6; / 6 / 6 / 6 / 6;

/ 6 / 6 / 6 / 6;

i j j k k i j j k k i i

i i j j k k

T x x x x x x T x x x x x x

T x x x x x x

= + − = − − + +

= − − + +
 

2 2

11,1 11,2

2

11,3 11,6

2 2

11,7

11,8

/ 2 / 2; /12 / 3 / 3 /12;

/ 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4; / 2 / 2;

/ 3 /12 - /12 - / 3;

/ 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4;

j k j j i i k k

i j j j j i i k k k i i k

j i i k k j

i j i i j i k j k k j k

T y y T y y y y y y

T x y x y x y y x y y x T y y

T y y y y y y

T x y x y x y y x y x y x

= − = − − + +

= − − + + − = − +

= +

= + − + − −

 

2 2

11,11 11,12/ 2 / 2; / 3 /12 /12 / 3;j i k j j i i kT y y T y y y y y y= − + = + − −  

11,13 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4;k j j j j k i k i i k iT y x x y y x y x x y y x= + − + − −  

12,1 12,2/ 2 / 2; / 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4;j k i j j j j i i k k k k iT x x T x y x y x y y x y x y x= − + = − − + − + +

2 2 2

12,3 / 3 /12 /12 / 3;i j k k iT x x x x x= − − + +  

12,6 12,7

2 2

12,8 12,11

12,12

2 2

12,13

/ 2 / 2; / 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4;

/12 / 3 / 3 /12; / 2 / 2;

/ 4 / 4 / 4 / 4 / 4 / 4;

/12 / 3 / 3 /12

i k i j i i j i k k k j j k

i i j j k k j i

i i j j i k k i k j j k

j j k k i i

T x x T x y x y x y y x y x y x

T x x x x x x T x x

T x y x y y x y x y x y x

T x x x x x x

= − = − + + − − +

= + − − = −

= − + − + − +

= + − − .

 

Все другие элементы матрицы  T  тождественно равны нулю. 

Численные эксперименты [176, 181] в программе авторов [183] показали, что 

даже для несимметричной сетки КЭ, результаты, полученные для прямоугольных 

элементов [214] и треугольных [176] КЭ практически не отличаются. 
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4.2.4 Технические гипотезы и математические модели фиктивных слоёв 

Математическая модель определения НДС армированных плит, из которых 

состоит здание, должна достаточно точно отражать специфические особенности 

взаимодействия неоднородной среды типа «бетон-арматура» на различных стадиях 

деформирования. И конечно она должна быть практически реализуемой. Понятно, 

что такая модель не может быть полностью свободной от дополнительных техни-

ческих гипотез, которые соответствуют следующим положениям [174, 176, 200]: 

1) нагружение является простым, деформации – активные, деформации пол-

зучести бетона не рассматриваются;  

2) поскольку размеры плит сооружения в плане велики по сравнению со сред-

ним расстоянием между арматурными стержнями, арматура моделируется «разма-

занным» слоем с учётом коэффициента его армирования;  

3) ввиду неоднородности конструкции по толщине, плиты расчленяются на 

ряд фиктивных слоёв:  

 не армированные (бетонные) слои без трещин;  

 армированные (железобетонные) слои без трещин;  

 не армированные (бетонные) слои с трещинами;  

 армированные (железобетонные) слои с трещинами;  

 армированные (железобетонные) слои с пересекающимися трещинами;  

4) напряжения в пределах армированных слоёв элемента определяются как 

сумма напряжений в бетоне и арматуре, а за условие совместности бетона и арма-

туры принимается равенство деформаций этих двух материалов;  

5) срединная поверхность плиты представляется сетью гибридных конечных 

элементов, которые по толщине разделены на ряд фиктивных слоёв [176, 310]; 

6) жёсткостные характеристики, рассчитанные для центра фиктивного слоя 

данного конечного элемента, распространяются на весь слой;  

7) критерий прочности бетона в каждом фиктивном слое принимается со-

гласно условию П.П. Баландина [15, 53, 174];  

8) трещины в области дефектного фиктивного слоя в пределах конечного эле-

мента считаются сквозными и параллельными друг другу; влияние растянутого 



 - 177 -  

бетона учитывается коэффициентом В.И. Мурашева и характеристикой повре-

жденности бетона [174, 176];  

9) при наличии трещин бетон в пределах фиктивного слоя моделируется 

трансверсально-изотропным телом с плоскостью изотропии, параллельной плоско-

сти трещин. 

Далее рассматривается моделирование фиктивных слоёв [174, 176]. 

Неармированные (бетонные) слои без трещин. Связь деформаций и напряже-

ний имеет вид: 

     e A = , (4.32) 

где [ ]A  симметричная квадратная матрица размером 5×5 (при расчёте пренебрегаем 

напряжениями 33 ).  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

11 1 2 3 4 11 22 0

2

5 22 0

{2 2 / 3 3 2 / 3 [ 2 4 2 / 9 ]

[ cos3 1 2 2 2cos3 2 / ]} / 3;

A R R R R S

R S

     

     

= + + − + − + − +

+ + + − −
 

( ) ( ) ( )12 1 2 3 4 5{2 / 3 / 3 [cos3 1 2 ]} / 3;A R R R R R   = − + + + − −  

( )16 4 5 12 0 26 162 / 3 2 / 3 ; ;A R R S A A= + =  

( )14 4 5 13 02 / 3 2 / 3 ;A R R S= + ( )15 4 5 23 02 / 3 2 / 3 ;A R R S= −  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

22 1 2 3 4 22 11 0

2

5 11 0

{2 2 / 3 [ 3 2 / 3 [ 2 4 2 / 9 ]

[ cos3 1 2 2 2cos3 2 / ]} / 3;

A R R R R S

R S

     

     

= + + − + − + − +

+ + + − −
 

( )24 4 5 13 02 / 3 2 / 3 ;'A R R S= − ( )25 4 5 23 02 / 3 2 / 3 ;A R R S= +  

( ) ( ) ( )3 2

66 2 3 4 11 22 0 5 11 22

3

2{2 [ 2 / 3 ] [ 2 / 2

cos3 ]} / 3;

A R R R S R       

 

= − + − − + + − −

−

64 5 23 0 65 5 13 02 / ; 2 / ;A R S A R S = =

( ) ( ) ( )3 2

44 2 3 4 11 22 0 5 11 22

3

2{2 [ 2 / 3 ] [ 2 2 / 2

cos3 ]} / 3;

A R R R S R       

 

= − + − − + + − −

−
 

45 5 12 02 / ;A R S=  

( ) ( ) ( )3 2

55 2 3 4 11 22 0 5 22 11

3

2{2 [ 2 / 3 ] [ 2 2 / 2

cos3 ]} / 3.

A R R R S R       

 

= − + − − + + − −

−
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Здесь: 
0/ S = , 0/ S =  – нормированные нормальные и касательные напряже-

ния на октаэдрической площадке; 
2 2

0S  = +  – модуль вектора полного напря-

жения на октаэдрической площадке; / 3ij ij  =  и / 3ij ijS S =  – нормальные и 

касательные напряжения; 
33 2 det( ) /ijCos S = ;   – фаза напряжений; 

ij ij ijS   = − . 

Матрица «упругости»  B  для каждого из неармированных слоёв КЭ выражается 

через матрицу податливости: 

    
1
.B A

−
=  (4.33) 

Армированные (железобетонные) слои без трещин. Принятые выше гипо-

тезы позволяют записать совместную работу бетона и арматуры в форме: 

 
11 11 11 22 22 22

12 12 13 13 23 23

; ;

; ; ,

B S B S

B B B

     

     

= + = +

= = =
  

где 
11 22, , ij    – напряжения в железобетонных слоях; 

22 11, ,B B Bij    – напряже-

ния в бетоне железобетонного слоя; 
11 22,S S   – напряжения в арматуре. 

Условие совместности деформаций бетона и арматуры для железобетонных 

слоёв представляется соотношениями: 

 
11 11 11 22 22 22

12 12 12 13 13 13 23 23 23

; ;

; ; ,

B S B S

B S B S B S

e e e e e e

        

= = = =

= = = = = =
  

где 
11 22 12 13 23, , , ,e e     – компоненты деформаций железобетонного слоя; 

      
11 22 12 13 23, , , ,B B B B Be e     – деформации бетона в железобетонном слое; 

      
11 22 12 13 23, , , ,S S S S Se e e e e  – деформации арматуры. 

Так как, напряжения в железобетонном слое представлены суммой напряжений в 

бетоне и арматуре, можно получить матрицу «упругости» для армированных слоёв без 

трещин в виде 

    
1

SB A B
−

 = +   , (4.34) 

где 
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11 112 2

11 11

22 222 2

22 22

11 22

11 22

22

22

11

11

0 0 0
1 1

0 0 0
1 1

0 0 0 0
1 1

0 0 0 0
1

0 0 0 0
1

s s s

s s

s s s

s s

s s

S

s s

s

s

s

s

E E

E E

E E
B

E

E


 

   


 

   

 
   


 


 

 
 − −
 
 
 

− −
 
 

+  =    + + 
 
 

+ 
 
 

+  

; 

SE  – модуль упругости арматуры, s  – коэффициент Пуассона арматуры; 

11 11/Si i SA S h = , 
22 22/si i SA S h =  – коэффициенты армирования в направлении осей 

1X  и 
2X  исходной системы координат; 

siA  – площадь сечения арматурного стержня; 

11 22,i iS S  – шаг стержней, параллельных осям 
1X  и 

2X ; 
Sh  – суммарная толщина ар-

мированных слоёв.  

Почеркнём, что компоненты матрицы  
1

A
−

 в выражении (4.34) определяются по 

формулам, в которых вместо полных напряжений 
ij  должны использоваться напряже-

ния в бетоне – 
Bij . 

Неармированные (бетонные) слои с трещиной. Согласно гипотезе № 7 тре-

щины будут образовываться, если выполняется условие: 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2

11 22 12 23 13 11 22 11 223 0bt b bt bR R R R        + +  + + − − − + −  , (4.35) 

где 
11 22 12 13 23, , , ,      – напряжения в бетоне в момент трещинообразования, рассчи-

танные для центра фиктивного слоя. Здесь ,bt bR R  – предел прочности бетона при осе-

вом растяжении и сжатии, соответственно.  

Выполнение условия (4.35) в бетонном слое образуется трещина вдоль площа-

док, ортогональных к направлению наибольшего из главных растягивающих 

напряжений, вычисляемого по формуле для плоского напряжённого состояния: 

2 2

1 11 22 11 22 12[ ( ) 4 ] / 2t     = + + − + . 

Направление развития трещин определяется величиной угла между нормалью 

к трещине и осью 1x  – 1 1 11 12[( ) / ]tarctg   = − . 
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При возникновении параллельных друг другу трещин в слое КЭ начально-изо-

тропный бетон приобретает свойства ортотропии, что ведёт к потере применимо-

сти потенциальных определяющих соотношений, ориентированных на нелиней-

ный дилатирующий разносопротивляющийся изотропный материал. Но можно 

считать применение указанных потенциальных соотношений возможным только 

для направлений, вдоль которых не нарушена целостность бетона. Это направления 

вдоль трещин. Для них физически нелинейные свойства бетона будем аппроксими-

ровать секущим модулем упругости 
BE  и секущим коэффициентом поперечных 

деформаций 
B , определяемых из уравнения:  

( )* * * * * * *

22 12 11 22 22 22 11 /B Be A A E    = + = − , 

т.е.  

* * *

22 12 221/ ; / ,B BE A A A= = −  

где *

12A , *

22A  – компоненты матрицы податливостей, рассчитываемые по формулам 

для бетонных слоёв без трещин; *

ij  – напряжения в бетоне, рассчитанные в орто-

гональной системе координат * *

1 2X OX , повёрнутой относительно исходной системы 

1 2X OX  на угол 
1 . 

Используя полученные соотношения, зависимости между деформациями и 

напряжениями в повёрнутой системе координат можно записать в форме 

   * * * ,Be A  =    

где  

   

* * * *

11 11 12 11

* * *

22 22 22

* * ** * *

12 66 12

* * *

13 44 13

* * *

23 55 23

0 0 0

0 0 0

; ; ;0 0

0

B

B

B B

B

B

e A A

e A

e A A

Sim A

A





 

 

 

     
     
     
   

  = = =    
    
    
         

 

( )

( ) ( ) ( )

* * *

11 12 22

* * *

44 66 55

1/ ; / ; 1 / ;

2 1 / ; 2 1 / .

B B B B

B B B

A E A E A E

A A E A E

 

  

= = − =

= = + = +
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Модуль деформации бетона определим величиной 
BE   (0 1   – функция, ха-

рактеризующая степень разрушения бетона [39, 174]).  

Для случая с образованием трещины в направлении оси *

1X : 

* *

11 12

*

22
1

* * *

66

*

44

*

55

0 0 0

0 0 0

;0 0

0

B B

B

B A B

Sim B

B

−

 
 
 
    = =   
 
 
 
 

 

где – ( )* * * * * *

11 12 22 44 66 550; 0; ; 0; / 2 1 .B BB B B E B B B E = = = = = = +    

Выполнив преобразование координат из системы * *

1 2X OX  в исходную, полу-

чим матрицу жёсткости для треснувшего бетона cB  
: 

11 12 16

22 26
1

66

44

55

0 0

0 0

0 0

sim 0

c c c

c c

c c c

c

c

B B B

B B

A B B

B

B

−

 
 
 
    = =   
 
 
 
 

. 

где 

* 4

11 22 1;
сB B Sin = * 4

22 22 1;
сB B Cos = * 2 2

12 22 1 1;
сB B Sin Cos =  

* 3

16 22 1 1;
сB B Сos Sin = * 3

26 22 1 1;
сB B Сos Sin =  

* 2 2

66 22 1 14 ;сB B Sin Cos = * 2

44 55 1;
cB B Sin = * 2

55 55 1.
cB B Сos =  

Армированные (железобетонные) слои с трещиной. Появление трещин опре-

деляется по срабатыванию условия Баландина [15] в пределах фиктивного слоя КЭ: 

( ) ( )

( )( )

2 2 2 2 2

11 22 12 23 13 11 22

11 22

3

0

B B B B

bt b B B bt bR R R R

      

 

+ +  + + − −

− − + − 
,                    (4.36) 

где 
Bij  – напряжения в бетоне армированного слоя. 

Направление развития трещин определяется величиной угла 1  между нормалью 

к трещине и осью 1X  исходной системы: 
1 1 11 12[( ) / ]t Barctg   = − , где 

1t – 

наибольшие из главных растягивающих напряжений в несущем слое (бетоне). 
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Далее, учитывая использованные выше рассуждения, получим: 

 ( )* * * * * * *

22 12 11 22 22 22 11 /B B B B B Be A A E    = + = − , (4.37) 

т. е. * * *

22 12 221/ ; / ,B BE A A A= = −  где *

12A , *

22A  – компоненты матрицы податливостей, 

рассчитываемые по формулам, в которых 
11  и 

22  необходимо заменить напряжени-

ями, рассчитанными в ортогональной системе координат * *

1 2X OX , повёрнутой относи-

тельно исходной системы 
1 2X OX  на угол 

1 ; *

11B , *

22B  –напряжения бетона в этой 

системе координат. 

Зависимости между деформациями и напряжениями в повёрнутой системе коор-

динат приобретают вид: 

    * * * ,Be A  =    (4.38) 

где  

   

* * * *

11 11 12 11

* * *

22 22 22

* * ** * *

12 66 12

* * *

13 44 13

* * *

23 55 23

0 0 0

0 0 0

; ; ;0 0

0

B

B

B B

B

B

e A A

e A

e A A

Sim A

A





 

 

 

     
     
     
   

  = = =    
    
    
         

 

( )

( ) ( ) ( )

* * *

11, 12 22

* * *

44 66 55

1/ ; / ; 1 / ;

2 1 / ; 2 1 / ,

B B B B

B B B

A E A E A E

A A E A E

 

  

= = − =

= = + = +
 

и секущий модуль упругости (модуль деформации бетона) в направлении оси *

1X  опре-

деляется величиной 
BE   (  – функция, с помощью которой учитывается степень по-

вреждения бетона, 0 1  ). В исходной системе координат матрица податливостей 

для треснувшего бетона примет вид 
CA   : 

 

11 12 16

22 26

66

44

55

0 0

0 0

0 0

sim 0

c c c

c c

c c

c

c

A A A

A A

A A

A

A

 
 
 
   = 
 
 
 
 

. (4.39) 
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Матрица «упругости» для арматуры треснувшего армированного слоя в исходной 

ортогональной системе координат 
1 2X OX  определена матричным выражением 

( ) ( )

( ) ( )

11 11 11 11 11
11 112 2

11 11 11 11 11 11

22 22 22 22 22
22 222 2

22 22 22 22 22 22

3,3

4,4

5,5

0 0 0
1 1

0 0 0
1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

s s s

s s

s s s

C
s sS

C

S

C

S

C

S

E E

E E

B

B

B

B

  
 

     

  
 

     

 
 − −
 
 
 

− −  =   
 
 
 
 
  

,        (4.40) 

где skkE  – секущие модули деформаций арматуры, расположенной вдоль осей 
1X  и 

2X , 
skk  – секущий коэффициент поперечных деформаций арматуры (k = 1, 2).  

Чтобы учесть развитие пластических деформаций в арматуре, будем вычис-

лять их значения по формулам , 1,2
/

S Skk p kk

S kk

p kk Skk p kk

E при
E k

e при

  

   


= =



, где 
p  – 

предел текучести материала арматуры. Коэффициенты, учитывающие зацепление 

и нагельный эффект представлены выражениями: 

( ) ( )

( ) ( )

11 11 11 22 22 22
3,3 2 2

11 11 11 1 22 22 22 1

22 22 22 11 11 11
4,4 5,52 2

22 22 22 1 11 11 11 1

,
1 ctg 1 tg

, ,
1 ctg 1 tg

C s s
S

s s

C Cs s
S S

s s

E E
B

E E
B B

   

       

   

       

= +
+ +

= =
+ +

 

где  

( ) 2

11 11 1

11

1 cos
1 s s

B

E

E

   


−
= + , 

( ) 2

22 22 1

22

1 sin
1 s s
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, 

  – коэффициент, учитывающий повышенную податливость арматурных стержней 

тангенциальным перемещениям в бетоне у трещины 16   [79, 81]. 

Матрицу «упругости» армированного слоя представим в виде  
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   C C

B SB B B   = +    , (4.41) 

где 
1

.C C

BB A
−

   =     

Для детализации модели треснувшего армированного слоя задаётся функция по-

врежденности  , определяемая с помощью параметра В.И. Мурашева 
S , который 

учитывает работу растянутого бетона на участках между трещинами и представлен 

формулой 

 ( )/ ,S sn B snE E E = +  (4.42) 

где 
snE  – модуль упругости арматуры в направлении вдоль нормали к трещине, 

 4 4

11 11 1 22 22 1cos sin .sn S SE E E   = +  (4.43) 

Решая совместно уравнения (4.42) и (4.43) относительно функции повреждённо-

сти, получаем выражение вида: 

 ( )( )4 4

11 11 1 22 22 1cos sin 1 / 1 /S S s BE E E     = + − . (4.44) 

Параметр 
S  вычислим, применяя эмпирическую формулу, рекомендованную в 

работах Г.А. Гениева, В.Н. Киссюк и Г.А. Тюпина [50]: 

 *

111 0,7 /S btR = − , (4.45) 

В которой принято, что *

11 0,7B btR = , а * *

11 11, B   – нормальные напряжения в железо-

бетоне и бетоне на площадках, совпадающих с трещиной. 

Расписав выражение для *

11B , с учётом правил преобразования координат, для 

напряжений 
Bij  получим нелинейное уравнение относительно  : 

 
( ) ( )

( )

2 2

11 11 12 22 16 12 1 12 12 22 22 26 12 1

16 11 26 26 66 12 1

cos sin

sin 2 0,7 .

C C C C C C

B B B B B

C C C

B B B bt

B e B e B B e B e B

B e B e B R

   

 

+ + + + + +

+ + + =
 (4.46) 

где c

BijB  ( , 1,2,6i j = ) – компоненты матрицы упругости треснувшего бетона желе-

зобетонного слоя 
c

BB   . 

Решение этого уравнения строится методом последовательных приближений.  
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В итоге получаем возможность определения матриц 
CA    и компонентов мат-

рицы «упругости»  B  по рассчитываемой функции поврежденности и параметру 

В.И. Мурашева [174, 176]. 

Очевидно, что уравнение (4.46) нелинейно относительно параметра  . 

Решение этого уравнения выполняется последовательными приближениями по 

алгоритму, блок-схема которого приведена на рисунке 4.4 [224]. 

 

Рисунок 4.4 – Алгоритм решения уравнения 
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Рассмотрим особенности итерационной процедуры решения уравнения (4.46). 

Положим, что к началу решения исходного уравнения (4.46) выполнился критерий 

трещинообразования (4.35), так что уже определены следующие параметры: bE , 

b , SkkE , kke , 12 .  

Решение уравнения строим в две стадии. Вначале значение коэффициента s  

уменьшаем с шагом 
,min(1 ) /10s s  = − , начиная с s = 1, где 

,mins  – 

минимальное значение коэффициента 
s , соответствующее стадии работы 

железобетонного элемента без трещин. Для каждого шага в соответствии с 

величиной s  последовательно вычисляется параметр   по формуле (4.60), а 

также формируются матрица  *A , матрица [ ]сA , матрица [ ]c

BB  и определяются 

напряжения *

11B .  

По мере уменьшения коэффициента s  степень повреждения бетона 

трещинами снижается и при некотором шаговом значении s  напряжение *

11B  

впервые превысит величину 0,7 btR . С этого момента включается вторая стадия 

решения, на которой функция s  определяется как среднеарифметическое 

значений sm  и sn , где sm  – последнее значение s , при котором *

11 0,7B btR  , а 

sn  – первое значение s , при котором *

11 0,7B btR  . Далее на каждой итерации 

второй стадии расчёта происходит корректировка величин sm  или sn  (а 

следовательно, и s ) до тех пор, пока напряжения *

11B  не достигнут значения 

0,7 btR  с предварительно заданной погрешностью  .  

После совпадения *

11B  с величиной 0,7 btR  (в пределах заданной погрешности 

 ) процесс решения прекращается, а параметры s ,   и матрица [ ]сA  считаются 

окончательно вычисленными. Далее вычисляются компоненты матрицы 

упругости [ ]B  (4.41). 

Отметим, что приведённый итерационный алгоритм сходится достаточно 

быстро: при погрешности   = 0,005 btR  решение сходится за 8–10 итераций второй 

стадии расчёта). 
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Армированные (железобетонные) слои с пересекающимися трещинами. С 

учётом принятой модели армированного слоя с трещинами и введённых ранее гипотез 

матрицу «упругости» в пределах фиктивного слоя можно получить в виде 

   C

SB B =  
, (4.47) 

где матрица C

SB  
 определяется согласно условию (4.32). 

4.3 Решение задач с применением плоского конечного элемента 

Рассмотрим построение матрицы жёсткости КЭ стержня [164] при наличии 

деформаций изгиба и растяжения сжатия, возникающих одновременно. Такой КЭ 

используется при моделировании НДС оболочки положительной гауссовой кри-

визны, опёртой на фермы. Подобная конструкция широко используется в строи-

тельной практике.  

На элемент стержня длиной a , изгибными жёсткостями 
yE I  и zE I , жёстко-

стью растяжение EF  действуют поперечная нагрузка интенсивностью 
yq  и zq , а 

также продольная нагрузка интенсивностью  . Эти данные используются следую-

щие обозначения: xy  и xz  – плоскости изгиба, E  – модуль упругости материала, 

yI  и zI  моменты инерции вокруг осей y  и z , y  и z  – направления поперечной 

распределённой нагрузки, F  – площадь поперечного сечения стержня,  

Приводя заданные нагрузки к узловым, мы сможет однозначно задать его де-

формированную форму десятью (10) узловыми перемещениями в глобальной си-

стеме координат (ГСК): по три поступательных и два угловых перемещения в каж-

дом узле (вокруг осей y  и z ).  

Зависимость между вектором узловых усилий    1 2 3 10, , ...R R R R R=  и векто-

ром узловых перемещений    1 2 3 10, , ,...,q q q q q=  можно записать в виде: 

     R K q= , (4.48) 

где  K  – матрица жёсткости стержневого конечного элемента, при его совместном 

изгибе и растяжении. 

Зависимость (4.48) в развёрнутом виде записывается, следующим образом 

[164, 228]: 
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. (4.49) 

Здесь    1 2 10, , ...R R R R=  и соответствует вектору    , , , , ...x y z y zF F F F M M= , а 

   1 2 10, , ...,q q q q=  вектору узловых перемещений    , , , , ...x y z y zF u u u  = , где iu  – 

узловые перемещения, i  – углы поворота. 

Наличие армирования стержнями учитывается путём задания коэффициента 

армирования x  вдоль оси стержня, и вычислении матрицы упругости его матери-

ала, принимая во внимание (4.34), следующим образом: 

   
1

SB A B
−

 = +   , (4.50) 

где 
11 22; ;S S x S S x SB E B E E = =  – модуль упругости материала арматуры. Так что 

матрица  SB  приобретает следующее содержание: 

11

22

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

S

S

S

B

B

B

sim

 
 
 

   = 
 
 
  

. 
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Модуль упругости E  и коэффициент Пуассона   вычисляются аналогично 

(4.37), по формулам: 

 
 

   

1

11

1 1

12 22

1/ ;

/ .

E B

B B

−

− −

=

= −
 (4.51) 

Учёт нелинейного поведения материала, трещинообразования и пластических 

деформаций в арматуре стержня, выполняется по аналогии с моделью деформиро-

вания фиктивных слоёв оболочки из железобетона с трещинами.  

Таким образом, зависимость свойств материала от его напряжённого состоя-

ния выражается формулами (4.1), а учёт поведения железобетона с трещинами осу-

ществляется посредством введения коэффициента Мурашова [176] и сводится к ре-

шению уравнения (4.46) относительно параметра   по указанному выше алгоритму 

для оболочки. Однако в стрежне учитывается только одно напряжение – 11 , которое 

действует в направлении вдоль оси стержня. 

При расчёте НДС конструкций, содержащих как оболочечные элементы, так 

и стержневые, принимаются все указанные ранее гипотезы. Алгоритм расчёта ри-

сунка 4.4 реализуется с применением метода пошаговых нагружений и метода пе-

ременных «переменных параметров упругости» [29]. 

Для иллюстрации работоспособности математической модели и алгоритма 

определения НДС оболочек из материалов с усложнёнными механическими свой-

ствами типа разносопротивляемости, дилатации, структурной анизотропии и др., 

предложено решение нескольких прикладных задач: 

- определение НДС трубчатых железобетонных элементов при чистом кручении; 

- определение НДС железобетонной оболочки положительной гауссовой кри-

визны, квадратной в плане, опёртой на типовые фермы ФКБ-24; 

- расчёт НДС цилиндрической оболочки из графита АРВ, находящейся под дей-

ствием равномерно распределённой нагрузки; 

- расчёт НДС железобетонных незамкнутых цилиндрических оболочек, раз-

мерами в плане 2412 и 612, испытывающих действие равномерно распределён-

ной нагрузки, ортогональной к поверхности оболочек. 
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4.3.1 Определение НДС трубчатых элементов при чистом кручении 

Чтобы продемонстрировать эффективность разработанной математической 

модели и приведённого на рисунке 4.4 алгоритма расчёта НДС железобетонных 

оболочек, была решена задача о чистом кручении трубчатых железобетонных об-

разцов (рисунки 4.5–4.6). 

 

Рисунок 4.5 – Характер закрепления исследуемых образцов: 

жёсткое защемление на одном из концов трубчатого образца 

 

Рисунок 4.6 – Трёхмерная модель образца 

Проверялась теория и проводился сравнительный анализ с данными экспери-

ментов, выполненных в НИИЖБ Э.Г. Елагиным. Эксперименты проводили на об-

разцах кольцевого сечения наружным диаметром 0,3 м, внутренним – 0,2 м, длиной 

3,34 м. Арматура для продольных стержней – класса А400 (предел текучести 

390p МПа = , модуль упругости 52 10sE МПа=  ), диаметр 12 мм, класс А240); 
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арматура поперечная – класса А240 (предел текучести 235p МПа = , модуль упру-

гости 52,1 10sE МПа=  ), диаметр 6,5 мм).  

Кубиковая прочность бетона принималась в диапазоне от 27 до 44 МПа, ва-

рьировались также количество стержней в сечении для продольной арматуры и рас-

стояние между стержнями для поперечной арматуры. Величина максимального 

крутящего момента, для которого проводился расчёт в зависимости от образца ко-

лебалась от 25 до 28 кН м  [181]. 

В испытаниях приняли участи 10 образцов: 

- шесть имели ненапрягаемую арматуру (образцы ОК-7, ОК-2, ОК-4, ОК-14 и 

ОК-15);  

- четыре образца – с напрягаемой арматурой (ОНК-7, ОНК-8, ОНК-14, ОНК-

15), в которых предварительному напряжению подвергались 50% продольных 

стержней.  

Испытание на кручение производили на специальной установке НИИЖБ. По-

дробные данные опытных образцов приведены в работах [176, 181]. В диссертации 

решены задачи для следующих образцов: ОК-14, ОК-4, ОК-7, ОНК-7, данные о ко-

торых приведены в таблице 4.1.  

Таблица 4.1 – Характеристики образцов арматуры 

Образец 
Продольная 

 арматура 

Поперечная 

 арматура 

Кубиковая 

прочность бе-

тона на сжатие 

Преднапря-

жение 

ОК-4 
A400; диаметр 12 мм;  

12 стержней в сечении 

A240; диаметр 6,5 мм; 

шаг 0,06 м 
28,4 МПа нет 

ОК-14 
A400; диаметр 12 мм;  

16 стержней в сечении 

A240; диаметр 6,5 мм; 

шаг 0,09 м 
37 МПа нет 

ОК-7 
A400; диаметр 12 мм;  

10 стержней в сечении 

A240; диаметр 6,5 мм; 

шаг 0,05 м 
28,4 МПа нет 

ОНК-7 
A400; диаметр 12 мм;  

10 стержней в сечении 

A240; диаметр 6,5 мм; 

шаг 0,05 м 
37 МПа есть 

Значения коэффициентов армирования 
11  и 

22  для образцов принимались 

в соответствии с данными таблицы 4.2. 
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Таблица 4.2. Значения коэффициентов армирования 

Образец 11   

ОК-4 0,0553 0,0346 

ОК-14 0,0369 0,0462 

ОК-7 0,0664 0,0289 

ОНК-7 0,0664 0,0289 

Значения констант, определены по данным эксперимента с использованием 

методики А.А. Трещёва и Н.М. Матченко [118], а также с деталями главы 2 диссер-

тации. Результаты применения методики сведены в таблице 4.3. 

Таблица 4.3 – Константы потенциала W1 

Константы 

потенциала 

Материалы 

Графит 

АРВ 

Бетон 

28,4R МПа− =  

Бетон 

37R МПа− =  

n 2,1 2,75 2,8 

1,eA МПа−
 6,083·10-5 3,148·10-5 2,341·10-5 

1,eB МПа−
 1,429·10-5 6,723·10-6 2,783·10-6 

1,eC МПа−
 -3,267·10-5 -9,705·10-6 -1,549·10-5 

1,eD МПа−
 1,015·10-5 -4,861·10-7 -7,794·10-6 

( )1 2 /
,

n n

pA МПа
−

 3,822·10-4 4,927·10-4 1,752·10-4 

( )1 2 /
,

n n

pB МПа
−

 1,625·10-4 3,865·10-4 8,120·10-5 

( )1 2 /
,

n n

pC МПа
−

 1,857·10-4 6,782·10-4 -1,056·10-4 

( )1 2 /
,

n n

pD МПа
−

 1,943·10-4 2,712·10-4 1,490·10-5 

В своей работе Н.И. Карпенко показал, что правильность модели в общем 

виде могут характеризовать углы закручивания [81]. Результаты расчёта углов за-

кручивания по разработанной теории для образцов из таблицы 4.2 приведены ниже 

на рисунках 4.7–4.10, где использованы следующие обозначения: 

- штрихпунктирная линия – результаты, полученные с применением разрабо-

танной теории расчёта НДС;  

- сплошная линия – результаты по теории Карпенко Н.И.;  

- пунктирная линия – данные эксперимента НИИЖБ.  

22
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Рисунок 4.7 – Образец ОК-14   Рисунок 4.8 – Образец ОК-4 

      

Рисунок 4.9 – Образец ОК-7                       Рисунок 4.10 – Образец ОНК-7 

Сравнение с экспериментальными данными и теорией Н.И. Карпенко свидетель-

ствует об адекватности разработанной механико-математической модели, правильности 

работы разработанного алгоритма и его реализации на ЭВМ, а также возможности её 

применения для решения задач определения НДС железобетонных оболочек. 

На рисунке 4.11 показаны специальные точки в зоне контура опирания об-

разца, для которых выводились результаты расчёта напряжений. 

На рисунках 4.12–4.15 показано удлинение исследуемого образца от действия 

механического момента KM  для: ОК-4, ОК-14, ОК-7, ОНК-7. Отметим, что удли-

нение образца является особым эффектом, присущим только разносопротивляю-

щимся и дилататирующим материалам, таким как рассматриваемые в диссертации. 

В случае игнорирования «усложнённых» свойств изменение длины цилиндриче-

ских оболочек, очевидно, не наблюдается [181]. 
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На рисунках 4.16–4.19 показаны распределения касательных напряжений 
12  в 

зоне защемления, для исследуемых трубчатых образцов, при следующем значении 

крутящего момента (для визуализации применялся комплекс ANSYS, посредством 

создания отдельных подпрограмм на языке APDL [174]): 

28KM кН м=   для образца ОК-4; 28KM кН м=   для образца ОК-14; 

24KM кН м=   для образца ОК-7; 24KM кН м=   для образца ОНК-7. 

На рисунке 4.20 показана вычисленная схема трещинообразования для рас-

сматриваемых объектов. Полученная теоретическая схема корректно отображает 

данные, полученные в ходе экспериментов НИИЖБ [174, 181] и результаты, полу-

ченные в работах [82–84]. 

На рисунках 4.21–4.24 показано распределение касательных напряжений 12  в точ-

ках A и B (см. рисунок 4.11) по толщине в образцах ОК-4, ОК-14, ОК-7, ОНК-7. 

На рис. 4.25–4.28 показана зависимость углов закручивания   от крутящего 

момента KM  на различном расстоянии от зоны защемления: 20%, 40%, 70% и 90% 

длины образца 3,34l м= . 

 

Рисунок 4.11 – Схема дискретизации образца на КЭ, точки A,B 

 A

B
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Рисунок 4.12 – Горизонтальные смещения вдоль образующих образца ОК-14 (м) 

 

 

Рисунок 4.13 – Горизонтальные смещения вдоль образующих образца ОК-4 (м) 

 

 

Рисунок 4.14 – Горизонтальные смещения вдоль образующих образца ОК-7 (м) 

  
1,42E-3 9,87E-4 6,75E-4 3,12E-4 1,18E-4 5,45E-5 3,49E-5 1,69E-5 6,27E-5 9,66E-6

  
1,65E-3 1,04E-3 8,22E-4 5,01E-4 1,94E-4 6,34E-5 4,05E-5 3,00E-5 7,27E-6 2,39E-6

  
1,22E-3 6,04E-4 3,22E-4 1,12E-4 6,94E-5 434E-5 2,35E-5 1,19E-5 9,27E-6 4,39E-6
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Рисунок 4.15 – Горизонтальные смещения вдоль образующих образца ОНК-7 (м) 

 

 

Рисунок 4.16 – Поле напряжений 
12  в зоне опирания образца ОК-14 (МПа) 

 

 

Рисунок 4.17 – Поле напряжений 
12  в зоне опиания образца ОК-4 (МПа) 

  
2,66E-3 1,92E-3 1,03E-3 7,16E-4 3,94E-4 1,01E-4 5,24E-5 2,99E-5 1,37E-5 5,77E-6

  
-1,527 -1,187 -0,848 -0,509 -0,169 0,169 0,509 0,848 1,187 1,527

  
-1,832 -1,425 -1,018 -0,610 -0,203 0,203 0,610 1,018 1,425 1,832
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Рисунок 4.18 – Поле напряжений 
12  в зоне опирания образца ОК-7 (МПа) 

 

 

Рисунок 4.19 – Поле напряжений 
12  в зоне опирания образца ОНК-7 (МПа) 

 

Рисунок 4.20 – Схема траекторий возникновения трещин при кручении 

в отобранных образцах ОК-14, ОК-4, ОК-7, ОНК-7 

  
-1,374 -1,068 -0,763 -0,458 -0,152 0,152 0,458 0,763 1,068 1,374

  
-2,061 -1,603 -1,145 -0,687 -0,229 0,229 0,687 1,145 1,603 2,061

 

 

Линии вдоль которых образуются трещины 

(теоретические данные полученные с помощью 

разработанной модели)
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Рисунок 4.21 – Распределение напряжений 
12  в точках A и B по толщине (ОК-4) 

 

Рисунок 4.22 – Распределение напряжений 
12  в точках A и B по толщине (ОК-14) 

 

Рисунок 4.23 – Распределение напряжений 
12  в точках A и B по толщине (ОК-7) 

 

h/2

-h/2

0

A B

+

-

-

+

1,527 МПа

1,366 МПа

 

h/2

-h/2

0

A B

+

-

-

+

1,832 МПа

1,522 МПа

 

h/2

-h/2

0

A B

+

-

-

+

1,320 МПа

1,374 МПа



 - 199 -  

 

Рисунок 4.24 – Распределение напряжений 
12  в точках A и B по толщине (ОНК-7) 

 

Рисунок 4.25 – Расчетная зависимость углов закручивания   

от механического момента 
KM  на различном расстоянии от опорного контура: 

20%, 40%, 70% и 90% длины образца 3,34l м=  (ОК-4) 
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Рисунок 4.26 – Расчетная зависимость углов закручивания   

от механического момента 
KM  на различном расстоянии от опорного контура: 

20%, 40%, 70% и 90% длины образца 3,34l м=  (ОК-14) 

 

Рисунок 4.27 – Расчетная зависимость углов закручивания   

от механического момента 
KM  на различном расстоянии от опорного контура: 

20%, 40%, 70% и 90% длины образца 3,34l м=  (ОК-7) 
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Рисунок 4.28 – Расчетная зависимость углов закручивания   

от механического момента 
KM  на различном расстоянии от опорного контура: 

20%, 40%, 70% и 90% длины образца 3,34l м=  (ОНК-7) 

4.3.2 Расчёт НДС жёстко защемлённой, по образующим, 

цилиндрической оболочки из графита АРВ 

Для демонстрации эффективности предлагаемой КЭ-модели при использова-

нии разносопротивляющегося материала, для которого справедливы определяю-

щие соотношения А.А. Трещёва и Н.М. Матченко, была решена задача о расчёте 

НДС оболочки, жёстко защемлённой по образующим, на которую действует рав-

номерно распределённая нагрузка q .  

Линейные размеры оболочки 0,6x0,3 м, высота подъёма 0,0625 м; толщина 

0,002 м; интенсивность нагрузки q – от 0 кПа до 10 кПа. Константы материала 

взяты из таблицы 4.3. Данные модели МКЭ, использованные для расчётной модели, 

приведены на рисунках 4.29–4.30. 
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Рисунок 4.29 – Схема разбиения цилиндрической оболочки 

из графита АРВ на конечные элементы 

 

Рисунок 4.30 – Схема рассчитываемой оболочки 

(схема разбиения на конечные элементы) 

На рисунках 4.31–4.33 показаны графики зависимости вертикальных проги-

бов w  в характерных точках A, B, C, от равномерно распределённой нагрузки q .  
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Рисунок 4.31 – График вертикальных прогибов w  в точке A 

(см. рисунок 4.12) в зависимости от равномерно распределенной нагрузки q  

 
Рисунок 4.32 – График вертикальных прогибов w  в точке B 

(см. рисунок 4.30) в зависимости от равномерно распределенной нагрузки q  
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,q кПа

Построенная модель
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Рисунок 4.33 – График вертикальных прогибов w  в точке C 

(см. рисунок 4.30) в зависимости от равномерно распределенной нагрузки q  

В таблице 4.4 показано сопоставление напряжений 11 , 22 , 12 , 13 , 23 , вы-

численных для оболочки из графита АРВ в точках A, B, C с помощью разработан-

ной модели и с помощью конечно-элементного вычислительного комплекса 

ANSYS, на верхней поверхности оболочки при нагрузке 10q кПа= . 

Таблица 4.4 – Сравнение результатов с расчётом в ПО ANSYS [266, 320] 

 11  22  12  13  23  

Точка А 

ANSYS,  -0,629·107 -0,146·107 0,291·104 0,11·102 -0,257·102 

H15 -0,825·107 -0,166·107 0,150·104 0,07·102 -0,202·102 

Разница, % 31 13 94 57 27 

Точка B 

ANSYS,  -0,636·107 -0,362·106 -0,917·104 0,128·104 0,835·105 

H15 -0,755·107 -0,522·106 -0,630·104 0,099·104 0,905·105 

Разница, % 18 44 45 29 8 

Точка С 

ANSYS,  -0,335·107 0,422·106 0,111·105 -0,859·105 -0,184·107 

H15 -0,435·107 0,516·106 0,177·105 -0,565·105 -0,233·107 

Разница, % 29 22 59 52 26 

Первая строка в каждом разделе таблицы 4.4 содержит результаты по теории тон-

ких оболочек [151, 152], положенной в основу элемента SHELL63 САЕ системы 

 

,w м

,q кПа

Классическая теория

Построенная модель
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ANSYS фирмы ANSYS Inc., которая не учитывает зависимость физико-механических 

свойств материала от напряженного состояния в рассматриваемой точки пространства. 

 

Рисунок 4.33 – Вертикальные перемещения вдоль оси симметрии AX (см. рисунок 4.30) 

оболочки, в зависимости от линейной координаты l  

 

Рисунок 4.34 – Вертикальные перемещения вдоль оси симметрии AY (см. рисунок 4.30) 

оболочки, в зависимости от линейной координаты l  
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Рисунок 4.35 – Вертикальные перемещения вдоль диагонали плана (см. рисунок 4.30) 

 оболочки, в зависимости от линейной координаты l  

На рисунках 4.34–4.36 показаны графики распределения вертикальных перемеще-

ний для оболочки из конструкционного графита АРВ. Результаты, полученные в рас-

чёте, позволяют сделать вывод, что учёт разносопротивляемости уточняет результаты 

классической теории оболочек [111] на 45–60% для перемещений и углов поворота, а 

для напряжений на поверхностях оболочки – в среднем на величину до 40%. 

Таким образом, решение задачи об определении НДС цилиндрической обо-

лочки из графита АРВ и задачи о чистом кручении железобетонных трубчатых об-

разцов показывают, что разработанная математическая модель является вполне 

адекватной и пригодной для исследования НДС пространственных оболочечных 

конструкций из материалов с усложнёнными механическими свойствами, проявля-

ющимися эффектами разносопротивляемости, дилатации и др. 

4.3.3 Расчёт НДС железобетонных цилиндрических оболочек 

на действие равномерно распределённой нагрузки 

Рассчитывались два варианта оболочки. 

Вариант 1. Жёстко защемлённая вдоль образующих цилиндрическая обо-

лочка с размерами в плане 2412 м из бетона с прочностью на сжатие 

 

10q кПа=

6q кПа=

4q кПа=

2q кПа=

,l м

,w м

8q кПа=

0.67
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28,4R МПа− = . Толщина оболочки 0,095 м, высота подъёма 2,5 м, интенсивность 

равномерно распределённой нагрузки q составляет от 0 до 40 кПа (с учётом соб-

ственного веса). На рисунке 4.37 представлена схема КЭ-разбиения оболочки. 

 

Рисунок 4.37 – Схема дискретизации ж/б цилиндрической оболочки 

2412 м в плане на треугольные КЭ 

Армирование оболочки: в срединной поверхности оболочки расположена 

сетка из стержней класса A400 диаметром 10 мм, параллельных образующей обо-

лочки и перпендикулярных к ней. Кроме того, в угловых зонах располагалась косая 

арматура класса A400с диаметром 6 мм; коэффициенты армирования 11 0,0212 =  

и 22 0,0168 = . 

Расчёт проводился с учётом разносопротивляемости для основного материала на 

основе алгоритма рисунка 4.4, реализованного в разработанном программном обеспе-

чении (ПО) для решения задач расчёта НДС оболочечных конструкций. Для сравнения 

был также выполнен расчёт без учёта эффекта разносопротивляемости. Это выполнено 
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средствами вычислительной среды ПО ANSYS [266]. Разница по перемещениям дости-

гает 20%, что иллюстрируют данные на рисунке 4.38. 

 

Рисунок 4.38 – График вертикальных прогибов w , м в центре плана оболочки 

в зависимости от равномерно распределённой нагрузки q  

На рисунках 4.39–4.40 приведён график распределения прогибов w  вдоль ко-

роткой и длинной осей симметрии в зависимости от координаты l  по поверхности 

оболочки для оболочки 2412 м. 

 

Рисунок 4.39 – Вертикальные перемещения вдоль короткой оси симметрии плана оболочки, 

в зависимости от координаты l  (по поверхности) 

Момент трещинообразования
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,w м
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,l м
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Рисунок 4.40 – Вертикальные перемещения вдоль длинной оси симметрии плана оболочки, в 

зависимости от координаты l  (по поверхности) 

На рисунках 4.41, 4.42 приведены схемы образования первичных трещин в 

оболочке 2412м, а на рисунках 4.43, 4.44 показано картина развития пластических 

деформаций в арматуре оболочки 2412 м при различных нагрузках. 

 

Рисунок 4.41 – Схема образования трещин в оболочке (q=21 кПа) 

2
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−
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Рисунок 4.42 – Схема образования трещин в оболочке (q=28 кПа) 

 

Рисунок 4.43 – Схема отображения процесса развития пластических деформаций 

в арматуре (q=21 кПа) 

 

Первичные трещины в 

оболочке
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Рисунок 4.44 – Схема отображения процесса развития пластических деформаций 

в арматуре (q=28 кПа) 

Вариант 2. Шарнирно опёртая вдоль образующих цилиндрическая оболочка с 

размерами в плане 612 м из бетона с прочностью на сжатие 28,4R МПа− = . Тол-

щина оболочки 0,07 м; высота подъёма 1,8 м; интенсивность равномерно распреде-

лённой нагрузки q от 0 до 35 кПа (с учётом собственного веса). Армирование обо-

лочки: в срединной поверхности оболочка армирована сеткой из арматуры класса 

А300 диаметром 10 мм параллельной образующим оболочки. В угловых зонах рас-

полагалась косая арматура класса A240 диаметром 6 мм; коэффициенты армирова-

ния 11 0,0189 =  и 22 0,0225 = . КЭ-разбиение представлено на рисунке 4.45. 

 
Рисунок 4.45 – Схема дискретизации ж/б цилиндрической оболочки 

612 м в плане на КЭ 
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На рисунке 4.46 показан график зависимости прогибов w  от величины равно-

мерно распределённой нагрузки q  в центре плана оболочки 612 м. Расчёт проводился 

с учётом зависимости свойств материала от компонентного состава тензора напряже-

ний для основного материала. Для этого было использовано то же ПО, что и для задачи 

варианта 1. Данные, необходимые для сравнения с решением без учёта эффекта разно-

сопротивляемости были поучены в среде ПО ANSYS. Разница по перемещениям до-

стигает 33%, что иллюстрируется данными рисунка 4.46. 

Момент трещинообразования

,q кПа

,w м

 

Рисунок 4.46 – График вертикальных прогибов w , м в центре плана оболочки 

в зависимости от равномерно распределенной нагрузки q  

Анализ полученных результатов расчёта для цилиндрических оболочек пока-

зал, что учёт усложнённых свойств является значимым при проведении статиче-

ских расчётов. Было подтверждено наличие известных фактов и обнаружены новые 

качественные эффекты деформирования, связанные с пластической работой арма-

туры и развитием трещин в бетоне. 

4.4.4 Определение НДС железобетонной оболочки положительной 

гауссовой кривизны опёртой на типовые железобетонные фермы ФКБ-24 

Расчёт проводился для оболочки с геометрическими параметрами: квадратное 

основании размерами в плане 2424 м, высота подъёма 6 м, толщина оболочки при-

нималась постоянной по её площади и равнялась 0,12 м [228, 320]. В качестве 
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основного материала оболочки использовался бетон с пределом прочности на сжа-

тие 28,4R МПа− = . Армирование оболочки принималось следующим:  

- по всей поверхности оболочка армировалась двумя сетками из арматуры 

класса A240 диаметром 6 мм с шагом 0,25 м на расстоянии 0,025 м от верхнего и 

от нижнего края соответственно;  

- в приконтурных полосах для восприятия изгибающих моментов укладывалась 

арматура класса A400 диаметром 6 мм в виде сетки, расположенной в растянутой от из-

гиба зоне на расстоянии 0,015 м от нижней поверхности оболочки с шагом 0,15 м;  

- в угловых областях оболочки под углом в 45˚ на глубине центра тяжести 

поперечного сечения располагалась рабочая арматура класса A300 диаметром 10 

мм (предел текучести 295p МПа = , модуль упругости 
52 10sE МПа=  ).  

Расчёт проводился для оболочки шарнирно-опёртой по углам плана. По контуру 

оболочка опёрта на железобетонные фермы типа ФКБ24 – контурные фермы пролётом 

24 м, цельные, безраскосные с предварительно напряжённым нижним поясом.  

На рисунке 4.47 приведена схема КЭ-разбиения оболочки. 

 

Рисунок 4.47 – Схема дискретизации 

 оболочки положительной гауссовой кривизны на КЭ [228] 
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В качестве напрягаемой арматуры для стержней нижнего пояса фермы принята 

горячекатаная арматура класса A500с (предел текучести 785p МПа = , модуль упруго-

сти 
51,9 10sE МПа=  ) диаметром 20 мм, использовался бетон с пределом прочности на 

сжатие 37R МПа− = , в качестве ненапрягаемой арматуры для остальных стержней ис-

пользовалась арматура класса A300 диаметром 18 мм. В стержнях учитывались услож-

нённые свойства, такие как разносопротивляемость материала, трещинообразование и 

пластические деформации в арматуре. Для моделирования стержней применялся конеч-

ный элемент, приведённый в работе М. Секуловича [164], модифицированный с целью 

учёта особых свойств железобетона.  

Оболочка нагружена равномерно распределённой нагрузкой интенсивности 

от 0 до 78 кПа с учётом собственного веса оболочки. Коэффициенты армирования 

для оболочки 
11 22 0,0215 = = , для нижнего пояса фермы  0,0185 = , для осталь-

ных стержней фермы 0,0164 = . 

На рисунке 4.48 приведены результаты расчёта вертикальных прогибов w  в 

центре оболочки при нагрузке от 0 до максимума 78 кПа с учётом преднапряжения 

в нижнем поясе фермы и при его отсутствии. 

 

Рисунок 4.48 – Прогибы w , м в центре плана оболочки 

 

Результаты с учетом 

преднапряжения нижнего 
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пояса фермы

,w м

,q кПа

Момент трещинообразования
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Из данных рисунка. 4.48 следует, что преднапряжение в нижнем поясе фермы 

увеличивает жёсткость всей конструкции, повышая его прочность. 

Из графика также следует, что разносопротивляемость материала, поврежда-

емость в форме трещинообразование и пластические деформации в арматуре при-

водят к значимо нелинейному изменению параметров НДС по сравнению с расчё-

том по классической теории оболочек (при учёте продольных перемещений и по-

перечных сдвигов). 

На рисунке 4.49 показано распределение вертикальных прогибов w  по по-

верхности оболочки при максимальной нагрузке 78 кПа. 

На рисунке 4.50 дано распределение вертикальных прогибов w  вдоль диаго-

нали плана железобетонной оболочки в зависимости от координаты l  по поверхно-

сти оболочки. 

На рисунках 4.51, 4.52 показано распределение напряжений 11 22 12, ,    

вдоль диагонали плана железобетонной оболочки сверху и снизу в зависимости от ко-

ординаты l  по поверхности оболочки. Здесь справедливы те же замечания, что уже 

были сделаны для цилиндрических оболочек: о смещении максимумов напряжений из 

зон активной повреждаемости. 

 

Рисунок 4.49 – Поле вертикальных перемещений в оболочке (м) 
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Рисунок 4.51 – Вертикальные перемещения вдоль диагонали плана 

ж/б оболочки, в зависимости от расстояния по поверхности оболочки 

 

Рисунок 4.51 – Нормальные напряжения 
11 22 =  вдоль диагонали плана 

ж/б оболочки, в зависимости от расстояния по поверхности оболочки (сверху) 
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Рисунок 4.52 – Нормальные напряжения 
11 22 =  вдоль диагонали плана 

ж/б оболочки, в зависимости от расстояния по поверхности оболочки (снизу) 

4.4 Построение матрицы жёсткости для объёмного элемента 

 

Рисунок 4.53 – Конечный элемент в виде тетраэдра 

В диссертационной работе разработана новая модификация объёмных конеч-

ных элементов для моделирования различных массивных объектов таких как 
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грунтовые массивы или деформируемые тела, не допускающие своего представле-

ния в виде пластин или плит. Для рассматриваемого класса задач наиболее целесо-

образно применять изопараметрический, четырёхузловой конечный элемент в 

форме тетраэдра, который приведён на рисунке 4.53. 

Рассмотрим получение выражений для матрицы жёсткости КЭ. Матрица 

жёсткости  
i

K  объёмного КЭ в виде тетраэдра с четырьмя узлами при механиче-

ском нагружении имеет блочную структуру [222]: 
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1 1 1 1
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i
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K
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=  
 
 
  

, (4.52) 

здесь типовой блок определяется по формулам [72]: 

                                           
( ) ( ) ( )

( )

i

k j kT

ij

V

K B D B dV=  , (4.53) 

где  B  – матрица деформаций;  D  – матрица упругости; V  – объём конечного 

элемента. Матрица деформаций  B  также блочная [222]: 

   
( )

 
( )

 
( )

 
( )1 2

... ...
k n

B B B B B =
 

, 

где     
( )k k

B Ф C= ,  C  – матрица интерполяционных функций;  Ф  – матрица диф-

ференциальных операторов 
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z
Ф
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z x

  
 

 
 
  

=  
    

    
 
    

;. 

Чтобы получить матрицы для конечного элемента, необходимо выразить пе-

ремещения точек внутри КЭ через перемещения узлов: 

              
(1) (2) ( ) ( )

... ...
k n

i i
u C q C C C C q = =

 
, 
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где   ( ) ( ) ( ) , , , , , , , ,u u x y x v x y z w x y z=  – вектор перемещений точек внутри эле-

мента,  C  – матрица интерполяционных функций;  
i

q  – вектор-столбец переме-

щений узлов КЭ. 

Матрица интерполяционных функций для тетраэдра будет иметь четыре блока 

– по одному для каждого узла: 

         
(1) (2) (3) (4)

C C C C C =
 

. (4.54) 

Отдельный блок – это результат вычислений по формуле  
( )

3 ( , , )
k

kC E C x y z= , где 

3E  – единичная матрица третьего порядка [222]. Законы изменения перемещений 

u, v и w внутри КЭ аппроксимируются линейными функциями координат [72], т.е. 

1 4 7 10

2 5 8 11

3 6 9 12

( , , ) ;

( , , ) ;

( , , ) .

u x y z x y z

v x y z x y z

w x y z x y z

   

   

   

= + + +

= + + +

= + + +

 (4.55) 

Функции (4.55) обеспечивают неразрывность перемещений на границе между 

конечными элементами.  

Для определения 12-ти неизвестных коэффициентов в выражениях (4.55) 

привлекается 12 условий – по одному на каждую проекцию вектора узлового пере-

мещений (4 узла по 3 проекции вектора перемещений в каждом) [222]. Например, 

1 1 1 1 1 4 1 7 1 10 1( , , )u x y z u x y z   = = + + +  и т.д. 

Перепишем систему соотношений 

1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 1;

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ;

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ;

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,

C x y z C x y z C x y z C x y z

C x y z x C x y z x C x y z x C x y z x x

C x y z y C x y z y C x y z y C x y z y y

C x y z z C x y z z C x y z z C x y z z z

+ + + =

+ + + =

+ + + =

+ + + =  

(4.56) 

в матричную форму: 

1

1

1 2 3 42

1 2 3 43

1 2 3 44

1 1 1 1( , , ) 1

( , , )

( , , )

( , , )

C x y z

x x x xC x y z x

y y y yC x y z y

z z z zC x y z z

−

    
    

    =   
    
        

. (4.57) 

Запишем функции: 
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(4.58) 

где 
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=  – шесть объёмов тетраэдра. 

Каждая из функций (4.58) представляет собой отношение объёма тетраэдра 

(см. рисунок 4.54) с вершиной в конкретной точке ко всему объёму КЭ. Наличие 

такой интерпретации функций (4.58) позволяет записать:  

234 134
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(4.59) 
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. 

Функции, определённые соотношением (4.59), называют объёмными L-

координатами (рисунок 4.54). Такие координаты называются нормализованными 

координатами для тетраэдра [223]. 

 

Рисунок 4.54 – К определению L-координат 

Таким образом, можно записать 
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3 3 4 4
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Значения L-координат изменяются в интервале 0–1 и удовлетворяют усло-

виям 

1, ;
( , )

0, .
j k k

при j k
L x y

при j k

=
= 

  

(4.61) 

Из четырёх L-координат только три являются независимыми, поскольку они 

связаны между собой выражением 

1 2 3 4 1L L L L+ + + = . (4.62) 

L-координаты будут использоваться для интерполяции узловых перемещений в 

область тех конечных элементов, которые отображаются на тетраэдр [222].  

Каждый из четырёх блоков матрицы деформаций можно выразить как: 
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(4.63) 

Для определения матрицы упругости  D  получим зависимости между де-

формациями и напряжениями с помощью дифференцирования потенциала Гиббса 

без температурной составляющей: 

                                             
ij ijkm kme A = ; ( ), , , 1,2,3 ,i j k m =

 
(4.64) 

где применяется следующая система обобщающих обозначений: 
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1 2 2 6 2

3 3 3 3

2 2 6 2
;

3 3 3 3

e e e

n

u
p p p

A D E C

Y n
D E C

 

 
−

 
= −  +  − + 

 

 
+ −  +  − 

 

 

1

2212 12 12

5 6 5 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −=  +    1

2223 23 23

5 6 5 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −=  +     

1

3312 12 12

4 6 4 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −= −  −     1

3323 23 23

5 6 5 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −=  +      

1

3313 13 13

5 6 5 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −=  +     1

2213 13 13

4 6 4 6
;

9 9

n

e u pA E Y n E −= −  −     

1

1223 13 136 6 ;n

e u pA E Y n E −=   +      

1

1213 23 236 6 ;n

e u pA E Y n E −=   +      

1

2313 12 126 6 ;n

e u pA E Y n E −=   +      

2 2 2

u p p p pY A B C D      =  +   +  +    +  ( )2 cos 3 ;pE  +     

03 / .ij ij S =   

Матрицы упругости может быть вычислена посредством обращения матрицы

1

ijkmA
−

   . В разработанном программном обеспечении матрицы обращаются чис-

ленно для каждого узла конструкции. С учётом этого замечания матрица упругости 

записывается в форме: 

1111 1122 1133 1112 1123 1113

2222 2233 2212 2223 2213

1 3333 3312 3323 3313

1212 1223 1213

2323 2313

1313

;ijkm ijkm

D D D D D D

D D D D D

D D D D
D A

D D D

simm D D

D

−

 
 
 
 

   = =     
 
 
 
   

(4.65) 
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Элементы матрицы 
ijkmD  

 в тексте диссертации не приводятся, так как их 

объём в символьной форме требует неприемлемо большого количества страниц для 

воспроизведения.  

Применение тензора Коши обеспечивает представление связи между дефор-

мациями и перемещениями в форме 

0,5( , , ), , 1,2,3.ij i j j iе u u i j= + =  (4.66) 

4.5 Расчёт НДС 

комбинированных систем «здание-основание» 

В главе 1 на основе анализа экспериментальных данных, полученных за по-

следние полвека, сделан вывод, что зависимость деформационных характеристик 

материалов от вида нагружения чаще всего наблюдаются при достаточно высоком 

уровне напряжений в области нелинейных деформаций. Подтверждено также нару-

шение гипотезы «единой кривой» для традиционных строительных материалов, к 

которым относятся бетон, железобетон и прочие композиционные материалы.  

Установлено также, что для бетона характерно явление дилатации и ярко выра-

женная зависимость от компонентного состава тензора напряжений [118, 174], особенно 

для тяжёлых и мелкозернистых его видов. Кроме того, отдельные виды бетонов имеют 

слабо нелинейные диаграммы деформирования, в то время как у других уровень прояв-

ления подобного эффекта зависит от вида напряжённого состояния. 

Действующая нормативная документация предписывает производить расчёты 

железобетонных элементов по нелинейной деформационной модели на основе диа-

грамм состояния бетона и арматуры, которые получены при простом напряжённом со-

стоянии конструкции. Вместе с тем, в ней не указано, каким образом учитывать различ-

ные усложняющие задачу факторы, такие как разносопротивляемость, дилатацию, вли-

яние химически активных сред, температуры и др. [16, 86, 119, 146, 174, 176, 211].  

Между тем, неучёт этих факторов приводит к избыточному запасу прочности 

конструкций, который закрепляется в ходе проектирования и возведения зданий и кон-

струкций из тяжёлых бетонов [86]. С учётом того, что в Российской Федерации и за 



 - 227 -  

рубежом объёмы строительства зданий и сооружений с применением сборных и моно-

литных конструкций из железобетона с каждым годом возрастают, повышение точно-

сти расчёта подобных конструкций приведёт к меньшему расходу материала и, как 

следствие, к большой экономической выгоде [174].  

На основании многолетних исследований [118, 119, 174, 215, 216] был решён 

целый ряд задач [16, 87, 146, 147, 181, 201, 203–206, 211, 212–214, 220–224] и др. 

Однако, в перечисленных исследованиях были рассмотрены только отдельные не-

сущие элементы строительных конструкций, такие как балки, плиты или оболочки. 

Комплексные задачи в виде расчёта конструкций, включающих набор подобных 

элементов с учётом зависимости физико-механических свойств материала от ком-

понентного состава тензора напряжений, трещинообразование и другие «услож-

нённые» свойства, ранее не решались. В связи с этим ниже решается задача расчёт-

ного моделирования высотное здания и его основания, представленных единым 

объектом. 

Методология расчёта приведена в работах автора диссертационного исследо-

вания [174, 178, 179, 182, 199, 225, 233, 328, 330, 332]. 

Для реализации предлагаемой модели используются экспериментальные дан-

ные, опубликованные в работах А.Н. Ставрогина и А.Г. Протосени [169, 170], а 

также работе [118, 174]. 

Испытания стандартных образцов проводились в условиях сжатия по первой 

оси с боковым поджатием по второй оси [169, 170]. 

Указанные выше результаты испытаний обрабатывались и аппроксимировались 

по методике, предложенной А.А. Трещёвым [118, 119] и изложенной в разделе 2.2.1. 

Они оказались также эффективными для определения констант потенциала (1.1), (2.16) 

каждого из четырёх слоёв грунта: известняка, талькохлорита-1, кварцевого диорита Д-

2 и песчаника П-026. 

На рисунках 4.55–4.59 показаны использованные экспериментальные данные 

в форме кривых из точек и аппроксимирующих кривых – пунктиры. 
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Рисунок 4.55 – Талькохлорит-1: диаграммы деформирования и их аппроксимации 

 

Рисунок 4.56 – Талькохлорит-1 (продолжение рисунка 4.24) 
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Рисунок 4.57 – Кварцевый диорит Д-2, диагр. деформирования и их аппроксимации 

 

Рисунок 4.58 – Песчаник П-026, диагр. деформирования и их аппроксимации 
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Рисунок 4.59 – Известняк, диагр. деформирования и их теоретические аппроксимации 

Представленные на диаграммах рисунков 4.55–4.59 типы грунтов являются доста-

точно распространёнными, в том числе, и своим сочетанием. Данные о свойствах этих 

грунтов использовались в работах Е.В. Ломакина и А.В. Березина [25, 99, 101].  

Для определения констант потенциала использовались одноосные испыта-

ния, а другие варианты экспериментальных данных, потребовались для контроля 

адекватности модели и доказательства корректности проводимых теоретических 

аппроксимаций. Вычисленные константы представлены в таблице 4.5. 

Таблица 4.5 – Вычисленные константы потенциала 

Константы по-

тенциала 
Талькохлорит-1 

Кварцевый 

диорит Д-2 

Песчаник П-

026 
Известняк 

n 3,05 3,26 2,5 2,27 
1, МПаeA −
 2,115·10-5 1,917·10-5 6,148·10-5 1,177·10-4 

1, МПаeB −
 4,557·10-6 2,238·10-6 2,016·10-5 4,225·10-5 

1, МПаeC −
 -1,936·10-5 -2,654·10-5 -4,667·10-6 -9,522·10-6 

1, МПаeD −
 -6,458·10-6 -5,865·10-6 -2,574·10-7 -1,594·10-7 
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Продолжение таблицы 4.5 

(1 2 )/, МПа n n

pA −  1,454·10-4 1,221·10-4 3,725·10-4 8,319·10-4 
(1 2 )/, МПа n n

pB −  5,045·10-5 3,561·10-5 1,551·10-4 3,117·10-4 
(1 2 )/, МПа n n

pC −  -1,356·10-4 2,056·10-4 8,226·10-4 -1,027·10-3 
(1 2 )/, МПа n n

pD −  1,701·10-5 1,887·10-5 1,662·10-4 3,982·10-5 

4.5.1 Расчёт штампа на грунтовом основании 

Производится расчёт давления штампа на грунтовое основание, показанное 

на рисунке 4.60.  

 

Рисунок 4.60 – Схема штампа на грунтовом основании (линейные размеры в мм) 

Применительно к конечно-элементной модели кластер грунта полагается 

жёстко защемлённым по контуру со всех сторон, кроме верха. 

В состав кластера входят четыре слоя грунта:  

- известняк – 4 м;  

- талькохлорит-1 – 10 м; 
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- кварцевый диорит Д-2 – 5 м; 

- песчаник П-026 – 6 м.  

Расчёт выполняется в трёх вариантах:  

- с учётом нелинейности разносопротивляющихся материалов;  

- с учётом нелинейных диаграмм деформирования с привлечением вычисли-

тельной среды ПО ANSYS (нелинейные диаграммы деформирования интегриро-

ваны в базу данных числовым массивом);  

- с усреднёнными механическими характеристиками, когда отсутствуют эф-

фекты, связанные с зависимостью свойств материала от компонентного состава 

тензора напряжений.  

На рисунке. 4.61 приведены графики зависимости прогиба от величины 

нагрузки (q имеет значения от 0 до 3,468 МПа).  

По результатам расчётного моделирования установлено, что разница вычис-

ленных величин осадки по расчёту с учётом разносопротивляемости достигает: 

- 97% по отношению к расчёту с усреднёнными характеристиками; 

- 27% по отношению к расчёту в среде ANSYS. 

 

Рисунок 4.61 – Максимальная осадка W(q), м под штампом 
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Рисунки 4.31–4.34 иллюстрируют зависимость осадок и горизонтальных 

перемещений по осям симметрии при нагрузке q = 3,468 МПа 

 
Рисунок 4.62 – Осадка деформируемого основания W(q), м 

по оси OY (см. рисунок 4.29) 

 
Рисунок 4.63 – Осадка деформируемого основания W(q), м 

по оси OX (см. рисунок 4.29) 
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Рисунок 4.64 – Горизонтальные перемещения на поверхности деформируемого 

основания Uy(q), м по оси OY (см. рисунок 4.29) 

 

Рисунок 4.65 – Горизонтальные перемещения на поверхности деформируемого 

основания Ux(q), м по оси OX (см. рисунок 4.60) 

Анализ представленных результатов показывает, что разница в осадке (и 

горизонтальных перемещениях) с учётом разносопротивляемости достигает: 
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- 78% (и 170%) по отношению к расчёту с усредненными характеристиками; 

- 35% (и 96%) по отношению к расчёту в среде ПО ANSYS (нелинейные 

диаграммы деформирования интегрированы в базу данных числовыми массивами).  

4.5.2 Расчёт многоэтажного здания 

на многослойном деформируемом основании 

Для демонстрации методики применения и эффективности математической 

модели, разработанной в диссертации (Н15) [174], была решена задача об опреде-

лении НДС здания на многослойном деформируемом основании.  

Слои основания представлены слоями грунтов (сверху-вниз): 

- известняк, толщина 4 м; 

- песчаник П-026, толщина 6 м; 

- кварцевый диорит Д-2, толщина 5 м; 

- талькохлорид-1, толщина 17,2 м. 

Здание состоит из 25 этажей, имеющих одинаковую планировку, представ-

ленную на рисунке 4.35.  

 

Рисунок 4.66 – План типового этажа 

0’

Y’

X
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3D модель внешнего вида здания и его основания показана на рисунке 4.67. 

 

Рисунок 4.67 – Аксонометрия рассчитываемого здания 

Расчётное моделирование выполнялось со следующими допущениями: 

1)  модель здания представлена только горизонтальными и вертикальными 

несущими элементами монолитного железобетонного остова, включая межэтаж-

ные перекрытия и пилоны;  

2) толщина всех межэтажных перекрытий принята равной 220 мм; толщина 

фундаментной плиты составляет 600 мм;  

3) толщина всех пилонов по высоте здания принимается равной 300 мм;  

4) все узлы сопряжения элементов несущего остова приняты жёсткими; 

5) деформирование горизонтальных и вертикальных элементов несущего 

остова происходит с учётом процессов разрушения;  

6) упругое основание моделируется на основе определяющих соотношений 

для анизотропных разносопротивляющихся материалов.  
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В качестве основного материала здания используется бетон с пределом проч-

ности на сжатие 28,4 МПаR− = .  

Армирование фундаментной плиты выполнено стержнями A400 диаметром 

16 мм, образующими сетку расположению симметрично в сечении плиты (защит-

ный слой 50 мм, предел текучести 400p МПа = ). Армирование плит перекрытия 

принято стержнями A400 диаметром 14 мм в виде сетки, расположенной симмет-

рично в сечении плиты (защитный слой 35 мм, предел текучести 400p МПа = ). 

Армирование пилонов использует стержни A400 диаметром 12 мм в виде двух се-

ток, симметрично расположенных в сечении пилона (защитный слой 35 мм, предел 

текучести 400p МПа = ). 

Арматура представлена упругопластической моделью из стали с модулем 

упругости 52,06 10  МПаbЕ =   и коэффициентом Пуассона 0,3 = . 

Учитываемые нагрузки представлены таблицей 4.6. 

Таблица 4.6 – Нагрузки 

Нагрузка 
Шаг  

нагрузки 

Максимальная 

величина 

нагрузки 

Единицы измерения: Па кН/м Па кН/м 

На покрытие – q
rf
 50 - 5000 - 

На этаж – q
fl
 40 - 4000 - 

ЮГ Ветровая 1 – q
w

1
 0,712 0,230 712 2,30 

ЮГ Ветровая 2 – q
w

2
 0,635 0,210 635 2,10 

ЮГ Ветровая 3 – q
w

3
 0,495 0,163 495 1,63 

ЗАПАД Ветровая – q
w

1
 0,712 0,230 712 2,30 

ЗАПАД Ветровая 2 – q
w

2
 0,609 0,201 609 2,01 

ЗАПАД Ветровая 3 – q
w

3
 0,530 0,175 530 1,75 

Рисунки 4.68, 4.69 детализируют представление о нагрузках на южный и за-

падный фасады здания, использованные в расчётной модели. 
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Рисунок 4.68 – Южный фасад расчётной схемы (см. таблицу 4.6) 
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Рисунок 4.69 – Западный фасад расчётной схемы (см. таблицу 4.6) 
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На рисунке 4.70 показаны пилоны A, B, C, D, рассматриваемые для этажа № 25. На 

рисунке 4.71 указаны точки контроля прогибов для плит перекрытия этажей № 18 и № 

25 и фундаментной плиты (точки 1, 2, 3 и 4). 

 

Рисунок 4.70 – Выбранные пилоны 25-ого этажа 

 
Рисунок 4.71 – Характерные точки плит перекрытия 25-ого и 18-ого этажей 
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Расчёт выполняется в трёх вариантах, как и для предыдущей задачи: 

- с учётом явления разносопротивляемости для всех материалов (железобе-

тон здания и многослойное деформируемое основание) – модель № 1; 

- с учётом нелинейных диаграмм деформирования с привлечением вычисли-

тельной среды ПО ANSYS (нелинейные диаграммы деформирования интегриро-

ваны в базу данных числовым массивом) – модель № 2; 

- с усреднёнными механическими характеристиками, когда отсутствуют эф-

фекты, связанные с зависимостью свойств материала от компонентного состава 

тензора напряжений – модель № 3. 

На рисунках 4.72, 4.73 показано распределение вертикальных перемещений (в 

данном случае осадок) на поверхности многослойного деформируемого основания 

(грунтового основания), при максимальной нагрузке (см. таблицу 4.6). Величины оса-

док, рассчитанные с помощью предлагаемой модели, отличаются от полученных с по-

мощью модели № 2 на 11% (среднее значение) и на 16% от результатов, полученных 

при использовании модели № 3. 

 

Рисунок 4.72 – Вертикальные перемещения (осадки) 

на поверхности деформируемого основания по линии O’Y’ (рисунок 4.66) 



 - 242 -  

 

Рисунок 4.73 – Вертикальные перемещения (осадки) 

на поверхности деформируемого основания по линии O’X (рисунок 4.66) 

На рисунках 4.74, 4.75 показано распределение вертикальных перемещений (про-

гибов) в срединной поверхности фундаментной плиты, при максимальной нагрузке (см. 

таблицу 4.6). Величины прогибов, рассчитанные с помощью предлагаемой в диссерта-

ции модели, отличаются от полученных с помощью модели № 2 на 5% (среднее значе-

ние) и на 8% от результатов, полученных при использовании модели № 3. 

 

Рисунок 4.74 – Вертикальные перемещения (осадки), 

фундаментная плита, по линии O’Y’ (рисунок 4.66) 
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Рисунок 4.75 – Вертикальные перемещения (прогибы), 

фундаментная плита, по линии O’X (рисунок 4.66) 

На рисунках 4.76, 4.77 показано распределение вертикальных перемещений (про-

гибов) в срединной поверхности плиты перекрытия 18 этажа, при максимальной 

нагрузке (см. таблицу 4.6). Величины прогибов, рассчитанные с помощью предлагаемой 

в диссертации модели, отличаются от полученных с помощью модели № 2 на 10% (сред-

нее значение) и на 19% от результатов, полученных при использовании модели № 3. 

 

Рисунок 4.76 – Вертикальные перемещения (прогибы), 

плита перекрытия 18 этажа, по линии O’Y’ (рисунок 4.66) 
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Рисунок 4.77 – Вертикальные перемещения (прогибы), 

плита перекрытия 18 этажа, по линии O’X (рисунок 4.66) 

На рисунках 4.78, 4.79 показано распределение вертикальных перемещений (про-

гибов) в срединной поверхности плиты перекрытия 25 этажа, при максимальной 

нагрузке (см. таблицу 4.6). Величины прогибов, рассчитанные с помощью предлагаемой 

в диссертации модели, отличаются от полученных с помощью модели № 2 на 12% (сред-

нее значение) и на 22% от результатов, полученных при использовании модели № 3. 

 

Рисунок 4.78 – Вертикальные перемещения (прогибы), 

плита перекрытия 25 этажа, по линии O’Y’ (рисунок 4.66) 
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Рисунок 4.79 – Вертикальные перемещения (прогибы), 

плита перекрытия 25 этажа, по линии O’X (рисунок 4.66) 

На рисунках 4.80, 4.81 показано распределение горизонтальных перемещений в 

срединной поверхности плиты перекрытия 25 этажа, при максимальной нагрузке (см. 

таблицу 4.6). Величины перемещений, рассчитанные с помощью предлагаемой в диссер-

тации модели, отличаются от полученных с помощью модели № 2 на 9% (среднее зна-

чение) и на 28% от результатов, полученных при использовании модели № 3. 

 

Рисунок 4.80 – Горизонтальные смещения точек плиты перекрытия 25 этажа, 

по линии O’Y’ (рисунок 4.66) 
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Рисунок 4.81 – Горизонтальные смещения точек плиты перекрытия 25 этажа, 

по линии O’X (рисунок 4.66) 

На рисунках 4.82-4.84 приведена зависимость горизонтального перемещения 

в направлении X для пилонов A, B, C (см. рисунок 4.70, 25-ый этаж) от величины 

нагрузки (в долях). Разница по перемещениям между предлагаемой автором моде-

лью и нелинейным расчетом в системе ANSYS достигает 5-7% при максимальной 

нагрузке и до 14-18% с расчетом без учета эффектов разносопротивляемости. 

 

Рисунок 4.82 – Горизонтальные смещения точки в центре пилона A 25 этажа 

от нагрузки в долях, в направлении X (рисунок 4.70) 
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Рисунок 4.83 – Горизонтальные смещения точки в центре пилона B 25 этажа 

от нагрузки в долях, в направлении X (рисунок 4.70) 

 

Рисунок 4.84 – Горизонтальные смещения точки в центре пилона C 25 этажа 

от нагрузки в долях, в направлении X (рисунок 4.70) 

На рисунке 4.85 приведена зависимость горизонтального перемещения в 

направлении Y для пилона D (см. рисунок 4.70, 25-ый этаж) от величины нагрузки 

(в долях). Разница по перемещениям между предлагаемой автором моделью и 
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нелинейным расчетом в системе ANSYS достигает 9% при максимальной нагрузке 

и до 26% с расчетом без учета эффектов разносопротивляемости. 

 

Рисунок 4.85 – Горизонтальные смещения точки в центре пилона D 25 этажа 

от нагрузки в долях, в направлении Y (рисунок 4.70) 

На рисунках 4.86, 4.87 показаны зависимости максимального вертикального 

перемещения в точках P1, P2 (см. рисунок 4.71, для плиты перекрытия 25-го этажа) 

от величины нагрузки (в долях).  

 

Рисунок 4.86 – Прогиб w (Uz) в точке P1 плиты перекрытия 25-ого этажа 

от нагрузки в долях (рисунок 4.71) 
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Рисунок 4.87 – Прогиб w (Uz) в точке P2 плиты перекрытия 25-ого этажа 

от нагрузки в долях (рисунок 4.71) 

На рисунках 4.88, 4.89 показаны зависимости максимального вертикального 

перемещения в точках P3, P4 (см. рисунок 4.71, для плиты перекрытия 18-го этажа) 

от величины нагрузки (в долях). Разница по вычисленным вертикальным переме-

щениям (прогибам) между предлагаемой автором моделью и нелинейным расчетом 

в системе ANSYS достигает 6-9% при максимальной нагрузке и до 8-12% с расче-

том без учета эффектов разносопротивляемости. 

 

Рисунок 4.88 – Прогиб w (Uz) в точке P3 плиты перекрытия 18-ого этажа 

от нагрузки в долях (рисунок 4.71) 
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Рисунок 4.89 – Прогиб w (Uz) в точке P4 плиты перекрытия 18-ого этажа 

от нагрузки в долях (рисунок 4.71) 

Анализ массива полученных данных по расчёту НДС системы «здание-осно-

вание» позволяет оценить использованную для расчётного моделирования теоре-

тическую основу, предлагаемую в диссертационной работе. 

Например, проведённый численный эксперимент по решению задачи об 

определении НДС здания позволяет утверждать, что использованная расчётная мо-

дель обладает рядом преимуществ перед существующими, которые реализованы в 

популярных САЕ системах. Предложенная модель учитывает разносопротивляе-

мость материала, образование трещин, пластические деформации в арматуре. Раз-

работанный конечный элемент имеет форму, удобную для его использования в ори-

гинальном программном обеспечении расчётного моделирования. При этом нет за-

труднений в определении НДС конструкций, в составе которых имеются упругие 

несущие элементы и элементы с нелинейными свойствами, перечисленными выше. 

Неучёт зависимости физико-механических свойств материалов (в том числе 

грунтов многослойного деформируемого основания) от вида и количественных ха-

рактеристик напряжённого состояния, а также эффектов, связанных с повреждае-

мостью в форме трещинообразования в железобетонных конструкциях, приводит к 
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значительным погрешностям при вычислении значений характеристик НДС стро-

ительных конструкций. 

Получение достоверных результатов расчётного моделирования с учётом 

влияния «усложнённых» свойств материалов является важным фактором профи-

лактики развития аварийных состояний отдельных несущих элементов и конструк-

ции в целом. 

4.6 Выводы по главе 4 

1. Определены компоненты матрицы жёсткости модифицированного конеч-

ного элемента, имеющего треугольную форму со сторонами без промежуточных 

узлов. Конечный элемент имеет пять степеней свободы в узле и классифицируется 

как гибридный. Алгоритм его построения использовал теорию деформирования 

начально-изотропных материалов, свойства которых зависимы от компонентного 

состава тензора напряжений. Матрица необходима для описания механического 

поведения конструкций здания, с учётом повреждаемости в форме трещинообразо-

вания, пластических деформаций в арматуре, нагельного эффекта. Приведены все 

необходимые уравнения МКЭ, которые могут потребоваться при решении расчёт-

ных задач. 

2. С применением разработанного программного обеспечения решён ряд за-

дач по определению характеристик НДС: 

– трубчатых железобетонных элементов при чистом кручении (использова-

лись данные экспериментов, выполненных в НИИЖБ Э.Г. Елагиным). Проведено 

сравнение с экспериментальными данными и теорией Н.И. Карпенко, получено хо-

рошее совпадение результатов;  

– цилиндрической оболочки, выполненной из макрооднородного разносо-

противляющегося материала. В качестве конкретного материала был использован 

графит марки АРВ. Результаты расчёта показали, что при учёте разносопротивляе-

мости удаётся получить уточнение результатов в сравнении с «классической тео-

рией» оболочек. Разница составила до 33% для перемещений и углов поворота. 

Осреднённое значения разницы по напряжениям достигало 50%; 
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– жёстко защемлённых вдоль образующих и шарнирно опёртых вдоль обра-

зующих цилиндрических бетонных оболочек. Анализ результатов их расчёта пока-

зал, что учёт усложнённых свойств важен при проведении статических расчётов. В 

частности, для перемещений различия составили до 70% по сравнению с расчётами 

без учёта усложнённых свойств бетона. 

– оболочки положительной гауссовой кривизны прямоугольной в плане, 

опёртой на фермы по контуру. Показано, что учёт трещинообразования, пластиче-

ских деформаций арматуры, а также разносопротивляемости бетона имеет значи-

мое влияние для расчёта НДС соответствующих конструкций. 

3. Определены элементы матрицы жёсткости модификации объёмного конеч-

ного элемента с формой тетраэдра, узлы которого наделены тремя степенями свободы. 

Конечный элемент относится к классу изопараметрических. Использование универ-

сальных определяющих соотношений для изотропных материалов позволило учесть 

наличие эффектов, определяемых зависимостью их свойств от элементного состава 

тензора напряжений. Приведены все необходимые уравнения МКЭ, которые потребо-

вались для решения прикладных задач диссертационного исследования. Определены 

константы потенциала W1 для некоторых типов грунтов.  

4. На базе метода «переменных параметров упругости» разработан и апроби-

рован алгоритм для определения характеристик НДС системы «здание-основание» 

из материалов с «усложнёнными» свойствами. Этот алгоритм стал основой для раз-

работки программного комплекса, призванного упростить и автоматизировать про-

цесс определения НДС. Результаты расчётного моделирования распределения ха-

рактеристик НДС по несущих элементам системы «здание + основание» позволяет 

обоснованно утверждать, что данная модель обладает рядом преимуществ перед 

существующими, реализованными в популярных САЕ системах. Модель позволяет 

учесть зависимость физико-механических свойств материала от НДС, повреждае-

мость в форме трещинообразования, пластические деформации в арматуре. Разра-

ботанный для расчётного моделирования конечный элемент получен в форме, 

удобной для его использования в программном обеспечении расчётного моделиро-

вания. Это продемонстрировано в данной работе на примере решённых 
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разнообразных задач. Новый конечный элемент не вносит каких-либо осложнений 

при его применении для расчёта НДС комбинированных систем, включающим не-

сущие элементы из материалов с линейными свойствами. 

5. Произведена качественная и количественная оценка результатов расчёта с 

помощью конечно-элементной модели, состоящей из плоских треугольных и трёх-

мерных, в форме тетраэдра, конечных элементов. Анализ полученных результатов 

позволил установить необходимость учёта разносопротивляемости материала на 

всех стадиях работы конструкции, в том числе – при совместной работе с упругим 

основанием. Показано, что учёт особых, неклассических эффектов работы матери-

алов, в том числе для железобетона, позволяет получить уточнение по значениям 

различных характеристик НДС на величину в среднем до 21%. Это значение зави-

сит от использованных значений характеристик материала по сравнению с харак-

теристиками, назначаемыми в рамках упрощённых теорий работы основания и мо-

делирования свойств бетона.   
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5 РЕШЕНИЕ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ  

О ВОЗДЕЙСТВИИ АКТИВНЫХ ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ СРЕД 

5.1 Применение МКЭ к связанным задачам термоупругости 

для значимо нелинейных разносопротивляющихся материалов 

5.1.1 Описание основных уравнений 

необходимых для решения задачи связанной термоупругости 

Система уравнений, построенная в рамках МКЭ [64], для решения практиче-

ских задач связанной термоупругости в механике при малых изменениях темпера-

туры на каждом шаге расчёта / 1oT   и нагрузках, которые можно полагать ста-

тическими, могут описываются следующей формы уравнением [266]: 
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(5.1) 

здесь  K  – матрица жёсткости КЭ в локальной системе координат (ЛСК), для КЭ в 

форме тетраэдра без промежуточных узлов, только при механическом нагружении; 

utK  
 – термоупругая составляющая для уравнения МКЭ; tK  

 –матрица характери-

зующая процессы теплопроводности в материале; tC  
 – матрица температурного за-

тухания; tuC  
 –матрица термоупругого затухания;  u  – вектор-столбец узловых пе-

ремещений;  T  – вектор-столбец для температур в узлах дискретизации сетки КЭ;  u  

– вектор-столбец скоростей изменения, производных от  u ;  T  – вектор скоростей 

изменения (производных от)  T . При проведении аппроксимации производных по 

времени применим разностную схему, описанную в работе [156]; также, здесь –  F  

вектор сопряжённых переменных, механических нагрузок в узлах; соответственно,  Q  

– вектор температурных нагрузок в узлах сетки. 

Производные по времени для перемещений и температур представим с помо-

щью известной разностной схемы первого порядка [38]. Основное уравнение МКЭ 

(5.1) элементарно преобразуется к следующему виду: 
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(5.2) 

где t  – выбранный шаг по времени, в идеале постоянный, дискретизации величин 

по времени для вычисления производных, 1iu − , 1iT −  – значения перемещений и тем-

ператур в узлах на предыдущем разностном шаге. 

Соответственно, для каждого отдельного временного шага по времени можно 

записать следующее уравнение в матричной форме, аналогично [156]: 
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5.2 Вычисление отдельных составляющих для основного уравнения МКЭ 

Процедура построения матрицы жёсткости объёмного изопараметрического 

КЭ в форме тетраэдра при механическом нагружении была ранее проведена в раз-

деле 4.4. 

5.2.1 Термоупругая компонента для матрицы жёсткости 

Матрица, отвечающая за термоупругую часть для матрицы жёсткости, может 

быть получена в соответствии выражением [164]: 

     ( )T Tut

vol

K B C dx dy dz  = −     , (5.4) 

причём     D =  и    11 22 33 0 0 0
T

   =  – вектор-столбец коэффи-

циентов линейного температурного расширения по отдельным осям. 

Коэффициенты линейного температурного расширения примем зависящими 

от значений фактически наблюдаемых характеристик напряжённого состояния 

[218]: 
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При отсутствии загружения из выражения (5.5) эффективно получаем 

11 11 11 2

1
.

3
tb   = = = =  Откуда получаем матричное выражение для вектора   : 
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Из формулы выше получаем расшифровку для компонент вектора   : 
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Далее, очевидным образом, получим элементы матрицы utK  
, используя 

приведённые выше выражения: 

     ( )T Tut

vol

K B C dx dy dz  = −   =    
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5.2.2. Элемент матрицы теплопроводности 

Матрица теплопроводности [266] вычисляется так: 
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матрица окончательно  
T

B , после преобразований, запишется: 
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Расчёт элементов матрицы tK  
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5.2.3. Расчёт матриц термоупругого и температурного затухания 

Матрица термоупругого затухания может быть исчислена из выражения 
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где 0T  – начальная температура.  

Матрицу температурного затухания определим по [266]: 
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(5.8) 

здесь ρ – плотность материала; С  – значение теплоёмкости материала при посто-

янном напряжении. 

5.3. Матрица жёсткости объёмного КЭ 

Итого, учитывая все вышеприведённое, запишем основное уравнение МКЭ в 

следующей форме: 
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 – полная матрица жёсткости объёмного 

КЭ для решения задач термоупругости;  F  – вектор узловых нагрузок, только ме-

ханических;   ( ) 
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 – вектор 

узловых «фиктивных» температурных нагрузок. 

Общий блок матрицы жёсткости можно записать следующим образом: 
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Состав типового блока матрицы  
i

K  запишется так [220, 224]: 
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5.4 Расчёт НДС оболочек, выполненных из значимо нелинейных 

начально-изотропных материалов c учётом температуры 

5.4.1 Нелинейность решаемых прикладных задач 

Нелинейные зависимости между напряжениями и деформациями совместно с 

зависимостью механических свойств материалов значений от компонентного состава 

тензора напряжений, в определенный момент загружения, обуславливают значимую 

нелинейность задач, рассматриваемых в настоящем диссертационном исследовании. 

Кроме того, исследуя условно тонкие пологие оболочки, с допустимыми вертикаль-

ными перемещениями, которые, в теории, можно было бы отнести к малым (до 1/10 

толщины, воспринимающей нагрузку) был обнаружен эффект, который в САЕ-систе-

мах реализации расчётного моделирования получил название «P-delta», а соответству-

ющий тип нелинейности получил название «геометрический». Эффект проявляется в 

том, что усилия, возникающие в узлах опирания, функционально связаны с попереч-

ным прогибом срединной поверхности оболочки. Чтобы корректно учесть эту связь, 

требуется учитывать изменение НДС оболочки, прикладывая нагрузки дискретными 

значениями, причём каждый раз к схеме, деформированной накопленной в предыду-

щих шагах нагрузкой [60]. Именно такой алгоритм численной реализации учёта гео-

метрический нелинейности может быть реализован и в том случае, когда нелиней-

ность является двухфакторной [145]. В данном случае вторым фактором является 

нагружение температурой с учётом изменения физико-механических свойств матери-

ала, которые имеют влияние на параметры распределения температуры. 

Особенностью реализации МКЭ в условиях двухфакторной нелинейности яв-

ляется переформулировка разрешающей системы уравнений метода для изменив-

шейся топологии сетки КЭ (учёт деформируемости схемы) на каждом шаге измене-

ния компонентов нагрузки [164], причём как для силовой, так и для температурной 

[64]. Важно также иметь в виду проблему допустимой погрешности, которая реша-

ется также итерациями, но уже внутри отдельного шага и без учёта изменение гео-

метрии расчётной схемы. 

Формализация описанного выше целевого алгоритма проводится введением 

следующих переменных и параметров: 
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-  
 

 

u
q

T

 
=  

 
 представляют вектор узлового перемещения и температуры 

узла дискретизации расчётной схемы, которые являются целью вычислений; 

- t t+   – текущее время и его приращение, связанное с изменениями 

нагрузки; появление шага по времени означает учёт дискретности перемещений уз-

лов, в том числе, при отсутствии учёта сил инерции;  

-      t t tq q q+ = +   – соотношение, устанавливающее связь между началь-

ным и изменённым значениями параметра для каждого шага по времени (или по 

любому другому параметру); 

-  q  – вектор приращений искомых значений определяемых переменных; 

-   ( )tK q 
 

 – матрица жёсткости с компонентами, вычисленными в момент 

времени t; 

-  ( ) tP q  – вектор узловых нагрузок в текущий момент времени. 

Используя введённые переменные и параметры, преобразуем уравнение (5.8) 

к форме, учитывающей рекомендации [221] относительно пошаговости описания 

возникновения конечного состояния расчётной схемы: 

 ( )    ( )  0,t tK q q P q   −  =
 

 (5.10) 

5.4.2 Применяемые математические модели 

Учёт нелинейности материала в форме зависимости его физических и меха-

нических свойств от НДС, может быть реализована двумя различными способами: 

по деформируемой (иногда считается расчётом с учётом больших перемещений 

[156, 221]) и в предположении отсутствия влияния поперечных прогибов на значе-

ния горизонтальных реакций в опорных узлах. Поскольку речь идёт о решении од-

ной и той же задачи, появляется возможность верификации обязательности приме-

нения пошагового двухфакторного вычислительного процесса. Более того, если 
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проводить получение числовых массивов значений характеристик НДС для каж-

дого из факторов нелинейности и вовсе без их учёта, будет получена возможность 

оценки влияния каждого из факторов отдельно [129].  

Таблица 5.1 – Результаты перерасчёта постоянных потенциала 

Идентифика-

тор  

Разносопротивляемость 

(квазилинейная) 

Упругость 

(линейная) 

Графит 

АРВ 

Бетон 

28,4R− =  

Графит 

АРВ 

Бетон 

28,4R− =  
Арматура 

Е+, МПа 3750 14130 4940 15620 206000 

Е-, МПа 6130 17110 4940 15620 206000 

ν+ 0,2 0,144 0,275 0,174 0,3 

ν-
 0,35 0,204 0,275 0,174 0,3 

n 1 1 1 1 1 

Ae, МПа-1 1,567·10-4 6,374·10-5 1,366·10-4 6,261·10-5 2,913·10-6 

Be, МПа-1 4,052·10-4 1,135·10-4 3,871·10-4 1,127·10-4 9,466·10-6 

Ce, МПа-1 8,894·10-5 1,444·10-5 0 0 0 

De, МПа-1
 1,345·10-4 1,601·10-5 0 0 0 

Ee, МПа-1 2,940·10-5 2,714·10-6 0 0 0 

Ap, МПа(1-2n)/n
 0 0 0 0 0 

Bp, МПа(1-2n)/n
 0 0 0 0 0 

Cp, МПа(1-2n)/n
 0 0 0 0 0 

Dp, МПа(1-2n)/n
 0 0 0 0 0 

Ep, МПа(1-2n)/n 0 0 0 0 0 

bt1, 1/К -1,732·10-6 3,6·10-5 1,5·10-5 3,6·10-5 3,9·10-5 

bt2, 1/К 1,5·10-5 3,6·10-5 1,5·10-5 3,6·10-5 3,9·10-5 

Таблица 5.1 содержит значения постоянных термодинамического потенциала 

Гиббса, которые индивидуализируют конкретный материал. Эти константы нужны 

для возможности выполнения контрольных расчётов при наличии двухфакторной 

нелинейности с применением теории, воплощённой в систему разрешающих урав-

нений [218]. Соответствующая модель для обсуждаемого круга задач зарекомендо-

вала себя в качестве адекватной, чему способствовало её достаточно широкое при-

менение. И, таким образом, может служить источником контрольных результатов.  

С целью формирования полностью одинаковых условий решения контроль-

ных задач использовался также расчёт по деформированной схеме. Таким образом, 

оформилась задача верификации, которая включает пять постановок: 
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- учёт нелинейности по фактору разносопротивляемости в условиях обновле-

ния топологии КЭ-сетки (М1); 

- отказ от прямого учёта нелинейности по фактору разносопротивляемости 

по методике [218], но с применением обновления координат узлов сетки КЭ-сетки 

(М2) на каждом шаге расчёта по нагрузке [221]; 

- отказ от учёта деформируемости расчётной схемы, но с сохранением нели-

нейности по фактору разносопротивляемости (М3); 

- учёт осреднённых значений параметров свойств материала для компенса-

ции отказа от нелинейной разносопротивляемости, но с применением инкремен-

тального метода получения итоговых значений характеристик НДС в условиях об-

новления топологии узлов КЭ-сетки (М4);  

- учёт нелинейности по фактору разносопротивляемости в условиях отсут-

ствия температурного воздействия, но с реализацией обновления топологии узлов 

КЭ-сетки (М5). 

В качестве дополнительного источника контрольных данных постановка М1 

упрощалась за счёт отказа от учёта связности задачи термоупругости с целью вы-

яснения уровня зависимости нормальных напряжений от наличия связанности. 

По итогам верификационного расчётного моделирования требовалось оценить: 

- уровень зависимости результатов расчётного моделирования от компонент-

ного состава тензора напряжений (по данным постановок М1 и М4); 

- уровень влияния формы термодинамического потенциала из работы [119] 

(по данным постановок М1 и М2); 

- уровень влияния обновления топологии узлов КЭ-сетки (по данным поста-

новок М1 и М3). 

5.4.3 Граничные и начальные условия задач 

Граничные условия задаются в узлах КЭ-сетки, являющихся опорными. Назна-

чаемые в такие узлы связи должны обеспечить стандартно используемые сочетания, 

которые принято считать жёстким, шарнирным или свободным опиранием.  

Обозначения рисунка 5.1 разъясняют обозначения объектов, которые прини-

мают участие в постановке задачи назначения граничных условия: 
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На рисунке 5.1 выделена одна из этих граней и на ней продемонстрирована 

линия пересечения со срединной поверхностью, а также линия пересечения опор-

ной грани и нижней поверхности оболочки. 

 

Рисунок 5.1 – Объекеты, участвующие в назначении граничных условий:  

1A  – опорная грань оболочки; 1L  – линия, представляющая срединную поверхность на 

опорной грани 1A ; 2L – опорное ребро оболочки, принадлежащее опорной грани  

Ниже представлено выражение формализации опирания, связи которого запре-

щают все, без исключения, поступательные степени свободы узлов опорной грани: 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 1, 0, ; , 0, ; , 0, ,u x t x A u x t x A u x t x A=  =  =   

здесь x  – координатный вектор, t  – время. 

Свободное опирания на трёхмерной модели для нижнего опорного ребра за-

прещает только вертикальные смещения ( )3 2, 0,u x t x L=   (рисунок 5.2).  

 

Рисунок 5.2 – Схема свободного опирания оболочки 

Шарнирное опирание запрещает все поступательные перемещения узлах, 

расположенных только на срединной линии, принадлежащей опорной грани. Заме-

тим, что в данном случае обсуждается опирание трёхмерной модели оболочки. По-

этому указанный способ реализации шарнирного опирания является 
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приближённым. Но вносимая этим погрешность в числовые данные расчёта оказы-

вается незначимой. Формализация такого описания имеет форму: 

( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 1, 0, ; , 0, ; , 0, .u x t x L u x t x L u x t x L=  =  =   

Схема варианта эмуляции шарнирного опирания подобного опирания пред-

ставлена на рисунке 5.3. 

 

Рисунок 5.3 – Схема шарнирного опирания в оболочке 

Если при таком приближении шарнирного опирания обнаруживаются представ-

ленные значимыми экстремумами значений краевые эффекты характеристик НДС в 

опорной зоне, то можно воспользоваться рекомендациями [73, 156, 164]. Они предла-

гают для всех узлов опорной грани использовать односторонние связи сжатия. 

Поскольку температурное воздействие учитывается как изменение некото-

рого начального значения температуры OCT  (например, нормативного), нужно его 

также задавать для получения однозначности решения. В работе [263] обращается 

внимание на необходимость задания используемого закона распространения тепла 

внутрь материала через поверхность несущего элемента:  

( )
( )

,
,T ОС

x t
T x t T

n


 


− = −  

, x A , 0t  , 

где в выражении закона конвекции использованы следующие обозначения: коэф-

фициент теплопроводности λ; коэффициенты теплоотдачи T ; нормаль к наруж-

ной поверхности несущего элемента n , которая характеризует направление тепло-

обмена в точке поверхности с координатами вектора.  

Среди начальных условий, задаваемых в связанной термоупругости, фигури-

рует описание распределения температур и, если имеется, начальное распределе-

ние значений характеристик НДС. Важно подчеркнуть, что среди этого массива 

начальных условий должны быть данные о распределении скоростей тепла и меха-

нических параметров: 



 - 267 -  

( ) ( )0,i iu x t f x= ; ( ) ( )0, ,i t iu x t g x= ; ( ) ( )0, iT x t h x= , 

здесь используются обозначения:  

- начальный момент времени t0; функция распределения перемещений при t0 опре-

деляется только расположением точки на поверхности ( ( )if x ) и нулевым началь-

ным НДС ( ( ) 0if x = ); функция распределения начальных скоростей по объёму рас-

чётной схемы при t0 задаётся нулевыми значениями ( )ig x ; функция распределения 

начальных температур ( )ih x . 

Решение задач по термомеханическому деформированию несущих элемен-

тов типа оболочек выполняется при начальных условиях распределения, которые 

характеризуются неоднородностью, представленной в форме: 

( )

( )

( )

0

0

0

; ;

; ;

; .

i в в

i н н

i в н

h x T x A

h x T x A

h x T x A и x A





= + 


= + 


=  

 

Формализация распределения температуры по поверхности в момент вре-

мени t0 представлена условиями: 

( )

( )

, 0, , 0;

, 0, , 0,

н

в

x t x A t

x t x A t





=  


=  
, 

где 0T  – температура в начальный момент времени; изменение начальной темпера-

туры на поверхностях: в  (верхней – вA ) и н  (нижней – нA ). 

Будем полагать, что теплообмен через поверхности несущего элемента не меняет 

температуры поверхности, но вызывает процесс, итоги которого, опять же предпо-

ложительно, будут установлены на основании линейной зависимости. 

5.4.4 Детализация вычислительного алгоритма решения задач 

Вычисление массива значений НДС конкретной задачи начинается с задания 

числовых значений параметров схемной модели и, в первую очередь, топологии 

несущего элемента и схемы его опирания. Выполнение этого этапа предполагает 

наличие соответствующей расчётной схемы, которая включает сведения типа со-

держащихся на рисунках 5.1–5.3 
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На следующем этапе выполняется построение КЭ-сетки, которое определяет 

топологию её узлов. Этот этап удобно выполнять средствами среды ПО ANASYS, 

присутствует возможность вывода списка элементов с номерами отдельных узлов 

и векторами их координат в ГСК (глобальной системе координат).  

Следующий этап создания схемной модели имеет конечной целью использо-

вать созданную топологию узлов дискретизации для их объединения в объёмные 

конечные элементы, имеющие форму тетраэдров. Этап выполняется в два приёма: 

- объединение узлов в объёмы с формой параллелепипедов; 

- разделение параллелепипеда на шесть тетраэдров. 

Назначение граничных и начальных условий для множества узлов, представ-

ленных компонентами векторов своего местоположения, представляет собой не со-

всем тривиальную задачу. Поэтому для её решения потребовалась разработка спе-

циализированной на соответствующих операциях программы в среде математиче-

ского пакета MATLAB. 

Реализация собственного вычислительного процесса получения числовой 

модели НДС объекта расчётного моделирования требует реализации дискретиза-

ции полных значений нагрузки в форме задания числа шагов нагружения (Nq). Та-

кой же параметр должен быть определён для периода времени, который будет при-

ниматься во внимание. 

Контроль выполнения инкрементальных процедур ведётся счётчиком целых чи-

сел, который считает число шагов нагружения, которые с целью оптимизации уравнива-

ются с числом шагов по времени. Поиск узловых перемещений, которые определят то-

пологию узлов дискретизации для следующего шага, использует метод, предложенных 

для подобных вычислительных задач И.А. Биргером [29] (метод упругих решений). 

Важно отметить, что эта вычислительная процедура является итерационной, и, следова-

тельно, определяет точность решения на текущем шаге. Допустимая погрешность вхо-

дит в число подмножества параметров метода и должна задаваться пользователем.  

Процесс вычислений начинается с вычисления компонентов матриц жёсткости 

отдельных КЭ и их объединения (ансамбля), представляющего несущий элемент.  

Матрица ансамбля позволяет определить узловые перемещения, которые в качестве 

неизвестных представлены в разрешающей системе линейных алгебраических урав-

нений МКЭ. Но начало решения контролируется знаком определителя матрицы 
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жёсткости, который должен быть существенно положительным, что гарантирует 

устойчивость. И с нулевых значений характеристик напряжённого состояния, вклю-

чая нормированные. Узловые перемещения являются источником данных для вычис-

ления приращения деформаций, вызванных нагрузкой на текущем шаге. Наконец, по 

формулам Коши формируются компоненты тензора деформаций, которые являются 

малыми из-за малости перемещений, вызванных малым же приращением нагрузки. 

Деформации корректируются малыми приращениями температуры. 

Отличие второго и последующих шагов нагружения от описанного только в 

том, что на самом первом шаге в пределах первой итерации использовались напря-

жения начального состояния (нулевые), а во всех последующих за начальные 

напряжения принимаются результирующие, полученные на предыдущем шаге в ка-

честве его итоговых и отличных от нуля. 

Сложнее дело обстоит со второй итерацией. Дело в том, что шаг может быть за-

вершён, если есть подтверждение сходимости процесса, которое контролируется по ре-

зультатам использования в качестве начальных приращений, полученных как резуль-

тат предыдущей итерации с повторением описанных выше операций цикла нового 

определения приращений напряжений. Процесс итераций будет прекращён, когда два 

последовательно вычисленных итерациями массива приращений напряжений переста-

нут отличаться на заранее заданную величину – допустимую погрешность вычисления 

значений характеристик НДС в узлах КЭ. Типичной величиной допустимой погрешно-

сти является 1 0,1% = , где в качестве критерия выступает величина абсолютного зна-

чения максимума напряжения узлового напряжения. 

Достижения требуемой точности на каждом шаге позволяет перейти к вычис-

лению параметров новой топологии узлов МКЭ – формированию новой формы рас-

чётной схемы (деформированной), которая становится начальной для следующего 

шага по нагружению. 

Однако процесс получения численного решения задачи всё ещё не завершён, 

так как нет доказательства отсутствия зависимости значений поученного массива дан-

ных НДС от уровня дискретизации среды несущего элемента в виде массива узлов.  

Это значит, что в нелинейных задачах расчётного моделирования исследова-

ние этого вида сходимости, иногда называемого «практическая сходимость», 
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является обязательным. Критерием практической сходимости выступает тот же па-

раметр, но со значением 2 0,01% = . 

Описанные выше шаги алгоритма численной процедуры отражены в блоках 

схемы рисунка 5.4. Этот алгоритм положен в основу разработанного программного 

обеспечения, использованного для решения представленных ниже задач. 

 

Рисунок 5.4 – Алгоритм программы решения термомеханических задач 
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5.4.5 Оболочка № 1  

Рассматривается задача об оболочке положительной гауссовой кривизны. В пе-

речень задаваемых параметров оболочки входят: 

- габаритные размеры и форма плана: 11 м, квадратная; 

- стрела подъёма составляет 0,1 м, кривизна нижней поверхности 100/255 м-1;  

- толщина составляет 1/25 габаритного размера; 

- опирание: жёсткое по контуру; 

- материал оболочки – графит АРВ; 

- смещение температуры на поверхностях: снизу +20°С, сверху -30°С. 

Дополнительные данные к задаче представлены на рисунках 5.5–5.7. 

 

Рисунок 5.5 – Детали топологии оболочки № 1 

 

Рисунок 5.6 – Диагональное сечение оболочки № 1 
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Рисунок 5.7 – Поперечное сечение оболочки № 1 

Из содержания рисунков 5.5–5.7 следует наличие произвольно расположен-

ного участка распределённой по верхней поверхности нагрузки постоянной интен-

сивности.  

Параметры материала оболочки № 1 представлены значениями параметров: 

- кортеж механических характеристик {E 
–; E +; –; +; –

t1; 
+

t1; Cs; ; ; T0; ; 

const}со значениями: 6130 ,E МПа− = 3750 ,E МПа+ = 0,35 − = 0,2 + = , 

6 1

1 6 10t K − − −=  , 6 1

1 4 10t K + − −=  , 500
Дж

С
кг К

 =


, 
3

1700
кг

м
 = 150

Вт

м К
 =


, 

0 293Т К= , 6 15 10 K − −=  , материальные константы для графита АРВ представ-

лены в таблице 5.1; 

- продолжительность процесса T-нагружения составляет 50 сек. (по данным 

вычислительных экспериментов); 

- параметры вычислительного процессе: 

 число шагов по нагрузке 50 (шаг по времени 1 сёк); 

 число КЭ 4680 и 9216 (
26,80 26,78

100% 0,075% 0,1%.
26,8

−
 =   – оценка 

практической сходимости); 

В перечне данных к постановке задачи использованы обозначения» 

- «–/+» индексы НДС (сжатие/растяжение); 

- Е модули упругости; 

- коэффициенты Пуассона ; 
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- коэффициенты линейного температурного расширения ; 

- теплоёмкость (при постоянном напряжении) Cs; 

- массовая плотность материала ; 

- коэффициент теплопроводности ; 

- начальная температура T0;  

- начальный коэффициент линейного температурного расширения ; 

- постоянные потенциала таблицы 5.1. 

На рисунке (5.28) представлен график практической оценки сходимости 

МКЭ по величине наибольших нормальных напряжений. Из данных рисунка 5.8 

следует, что практическая сходимость вычислительного процесса вычислений 

была обеспечена. 

Принимая число КЭ 4608 в качестве оптимального и окончательного, вычис-

ляем значения всех других характеристик НДС рассчитываемой оболочки. 

 

Рисунок 5.8 – Контроль практической сходимости МКЭ оболочки № 1 

Примерная схема разбиения оболочки на 4608 КЭ в форме тетраэдра пока-

зана на рисунке 5.9. 
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Рисунок 5.9 – Схема разбиения на КЭ оболочки № 1 

Сравнительный анализ результатов расчётного моделирования вариан-

тов постановки задачи для оболочки № 1. Опорные точки А, И, М определяют 

начала локальных систем координат (ЛСК) и направления осей с аргументами: 

- начало координат в точке И, ось аргументов ОХ ГСК (см. рисунок 5.5); 

- начало координат в точке М, ось аргументов ОY ГСК (см. рисунок 5.5); 

- начало координат в точке А, ось аргументов направлена по диагонали плана 

оболочки № 1 на рисунке 5.5. 

Изменение напряжений и температуры вдоль толщины оболочки № 1 оформ-

ляется в ЛСК, точка начала координат которой принадлежит нижней поверхности 

оболочки (рисунок 5.10). 

 

Рисунок 5.10 – ЛСК оболочки № 1 для функций с аргументов вдоль её толщины 

Распределения значений характеристик НДС и температуры в точках поверх-

ностей оболочки № 1 представлены рисунками 5.11–5.13. 
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Рисунок 5.11 – Вертикальные перемещения в срединной поверхности оболочки № 1: 

ось аргументов – диагональ А-В, нагрузка q = 400 кПа (см. рисунок 5.5) 

Учёт зависимости физико-механических характеристик от компонентного 

состава тензора напряжений оценивается относительной величиной до 24%, а от 

учёта пересчёта расположения узлов (расчёт по деформируемой схеме) сетки КЭ – 

до 8%. Вывод: нелинейная разносопротивляемость в масштабе прогибов отлича-

ется от квазилинейной не более, чем на 5%. 

На рисунках 5.12–5.13 демонстрируются графики нормальных напряжений 

на поверхностях оболочки № 1, обусловленные нагрузкой q = 400 кПа. 

 

Рисунок 5.12 – Нормальные напряжения на верхней поверхности оболочки № 1: 

по оси И-Л 
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Рисунок 5.13 – Нормальные напряжений на нижней поверхэности оболочки № 1: 

по оси И-Л 

Учёт фактора разносопротивляемости изменяет нормальные напряжения на 

поверхностях оболочки № 1 на величины: до 40%, если поверхность верхняя, до 

42% – если нижняя.  

Прямой учёт фактора нелинейности разномодульности показывает отличие 

от косвенного подхода в форме квазилинейности величиной до 12%.  

Максимальные значения расхождения вносит пошаговая коррекция про-

странственной топологии узлов дискретизации: на нижней поверхности – до 24%. 

Температурные напряжения также существенно зависят от учёта пошагового изме-

нения положения узлов – до 16% для оболочки № 1. 

Рисунки 5.14–5.16 иллюстрируют ситуации, которые создают факторы нели-

нейности для распределения значений характеристик НДС и температурных напря-

жений по толщине оболочки № 1. 

С целью получения данных о влиянии компонентного состава тензора напря-

жений на эффекты, связанные только с теплопроводностью и термомеханической 

связанностью, силовая нагрузка из постановки задач была убрана. Полученные рас-

пределения при t = 1 c визуализируются на рисунке 5.14. 
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Рисунок 5.14 – График температур оболочки № 1 по толщине (точке Ж)  

Различие в эффектах влияния по типам задач достаточно выражены. Также 

наглядно представлено влияние компонентного состава тензора напряжений на 

скорости процессов теплопроводности. 

Рисунок 5.15 визуализирует функцию изменения температуры при парамет-

рическом влиянии факторов нелинейной и квазилинейной разносопротивляемости, 

в сравнении с линейной термоупругостью. 

 

Рисунок 5.15 – Функция изменения температуры по толщине оболочки № 1 

для различных факторов нелинейности в точке Ж (t = 1 c, q = 400 кПа) 

Расхождение решений оказались незначимыми, все графики близки между 

собой и линейным распределением. 

График распределения нормальных напряжений по толщине оболочки пред-

ставлен на рисунке 5.16. Распределение носит явно нелинейный характер. В зонах 

изменения знака напряжений наблюдается значительное изменение кривизны гра-

фиков, что характерно для рассматриваемых условий. 
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Рисунок 5.16 – Распределение напряжений x по толщине оболочки № 1 

в точке А (q = 400 кПа) 

Проанализировав набор полученных результатов, можно сделать справедливый 

вывод, что рассмотренная модель нелинейной разносопротивляемости для связанных за-

дач термоупругости, полученная в рамках МКЭ позволяет значимо уточнить НДС 

жёстко опёртой квадратной в плане оболочки положительной гауссовой кривизны. 

5.4.6 Свободно опёртая сферическая оболочка 

Рассмотрим некоторую пологую сферическую оболочку радиусом 6,5R м=

, радиусом в плане 1r =  м со стрелой подъёма 0,08H м=  и толщиной 0,06h м= . 

Оболочка свободно опёрта по контуру. 

 

Рисунок 5.17 – Свободно опёртая сферическая оболочка 
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В качестве основного конструкционного материала использовался графит 

АРВ со следующими значениями характеристик: модуль упругости при растяже-

нии 3750 ,E МПа+ =  модуль упругости при сжатии 6130 ,E МПа− =  коэффициент 

Пуассона при растяжении 0,2 + = , коэффициент Пуассона при сжатии 0,35 − = , 

коэффициент линейного температурного расширения при одноосном растяжении 

6 1

1 4 10t K + − −=  , коэффициент линейного температурного расширения при одноос-

ном сжатии 6 1

1 6 10t K − − −=  , теплоёмкость при постоянном напряжении 

500
Дж

С
кг К

 =


, плотность 
3

1700
кг

м
 = , коэффициент теплопроводности 

150
Вт

м К
 =


, начальная температура 0 293Т К= , начальный коэффициент линей-

ного температурного расширения принят 6 15 10 K − −=  . 

К оболочке прикладывалась нагрузка в виде равномерно распределённого 

давления интенсивностью в диапазоне 0–10 кПа и изменения температуры на её 

поверхностях были приняты следующие: на нижней понижалась на 20 К, на верх-

ней – повышалась на 30 К. Основные параметры оболочки приведены на рисунке 

5.17. Константы определяющих соотношений представлены в таблице 5.1. 

Время, соответствующее окончанию процесса теплопроводности и установ-

лению линейного распределения температур по толщине оболочки, равно 50 с. 

Время нагружения, и максимальная внешняя нагрузка делились на 50 шагов. 

Вычислительный эксперимент показал, что при разбиении оболочки на 1944 

тетраэдра наибольшие нормальные сжимающие напряжения составляют 3,08 МПа, 

при разбиении на 3888 тетраэдров – 3,079 МПа. Расхождение между решениями 

составляет: 
3,080 3,079

100% 0,03% 0,1%.
3,080

−
 =   График анализа практической сходи-

мости МКЭ по величине наибольших нормальных напряжений для свободно опёртой 

сферической оболочки представлен на рисунке 5.18. 
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Рисунок 5.18 – График сходимости МКЭ 

для свободно опёртой оболочки 

Как следует из данных, приведённых на рисунке 5.18, практическая сходимость 

процесса решения обеспечена. Число разбиений на КЭ, обеспечивающее допустимую 

погрешность для свободно опёртой оболочки, составило 1944 тетраэдра. Четверть рас-

сматриваемой оболочки с таким разбиением приведена на рисунке 5.19. 

 

Рисунок 5.19 – КЭ-модель оболочки 

Основные результаты и их анализ. Распределения нормальных напряже-

ний на верхней и нижней поверхностях оболочки показаны на рисунках 5.20, 5.21. 
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Расхождение между результатами расчёта по используемым нелинейным соотно-

шениям и квазилинейным соотношениям А.А. Трещёва и Н.М. Матченко [119] и 

[218] незначительно и не превосходит 6%. 

 

Рисунок 5.20 – Распределение напряжений 
y  на верхней 

поверхности свободно опёртой оболочки вдоль линии А-Б (q = 10 кПа) 

 

Рисунок 5.21 – Распределение напряжений 
y  на нижней 

поверхности свободно опёртой оболочки вдоль линии А-Б (q = 10 кПа) 
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Учёт деформируемости схемы сказывается незначительно – результаты нахо-

дятся в пределах 2%. Учёт зависимости свойств материала от компонентного со-

става тензора напряжений для величин максимальных нормальных напряжений 

вносит поправку от 17 до 25%. Распределение температуры по толщине оболочки 

для термомеханической задачи и задачи теплопроводности в моменты времени t = 

1 c представлены на рисунке 5.22. 

 

Рисунок 5.22 – Распределение температур по толщине 

свободно опёртой оболочки в точке В 

(t = 1 c, q = 400 кПа и q = 0 кПа) 

 

Рисунок 5.23 – Распределение температур по толщине 

свободно опёртой оболочки в точке В (t = 1 c, q = 400 кПа) 
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Характерный график распределения нормальных напряжений по толщине 

оболочки представлен на рисунках 5.24. Для графиков вдоль оси OY начало коор-

динат принималось в точке А. Графики изменения напряжений и температур по 

толщине оболочки строятся в системе координат, как показано на рисунке 5.10. 

 
Рисунок 5.24 – Распределение напряжений 

y  по толщине  

свободно опёртой оболочки в точке Б (q = 10 кПа) 

Распределение на рисунке 5.24 имеет ярко выраженный нелинейный харак-

тер. В целом, эффекты зависимости механических характеристик от вида напряжённого 

состояния, нелинейности и деформируемости схемы практически не влияют на прогиб 

при свободном опирании. Разница значений не превосходит 3%. Температурное нагру-

жение значимо влияет на величину прогиба – за счёт увеличения средней температуры 

оболочки прогиб уменьшается на 52%. Доля температурных напряжений для сво-

бодно опёртой оболочки доходит до 43%. 

На основании анализа НДС свободно опёртой сферической оболочки можно 

сделать вывод, что рассмотренная модель нелинейной разносопротивляемости поз-

воляет значимо уточнить решение задачи в классической постановке. При низких 

уровнях напряжений различия между нелинейной разносопротивляемостью и ква-

зилинейной разносопротивляемостью А.А. Трещёва, Н.М. Матченко [119] не пре-

восходят 5%. Влияние эффекта связанности полей напряжений и температур до-

стигает 16%, однако он проявляется лишь в первые секунды приложения темпера-

турной нагрузки. 
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5.4.7 Жёстко опёртая сферическая оболочка 

Аналогично рассмотренным выше, рассматривается жёстко опёртая пологая 

сферическая оболочка с радиусом кривизны 6,5R м= , радиусом в плане 1r м=  со 

стрелой подъёма 0,08H м=  и толщиной 0.06h м= . Оболочка нагружена равно-

мерно распределённым давлением интенсивностью от 0 до 80 кПа, а также темпе-

ратурной нагрузкой на её поверхностях: на нижней – понижением на 20 К, на верх-

ней – повышением на 30 К. 

В качестве материала применяется графит АРВ с характеристиками: модуль 

упругости при растяжении 3750 ,E МПа+ =  модуль упругости при сжатии 

6130 ,E МПа− =  коэффициент Пуассона при растяжении 0,2 + = , коэффициент 

Пуассона при сжатии 0,35 − = , коэффициент линейного температурного расшире-

ния при одноосном растяжении 6 1

1 4 10t K + − −=  , коэффициент линейного темпера-

турного расширения при одноосном сжатии 6 1

1 6 10t K − − −=  , теплоёмкость при по-

стоянном напряжении 500
Дж

С
кг К

 =


, плотность 
3

1700
кг

м
 = , начальный коэффици-

ент линейного температурного расширения при отсутствии напряжений 

6 15 10 K − −=  , коэффициент теплопроводности 150
Вт

м К
 =


, начальная темпера-

тура 0 293Т =  K. Константы определяющих соотношений представлены в таблице 5.1. 

 

Рисунок 5.25 – Жёстко опёртая сферическая оболочка 
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Время реализации процесса теплопроводности для создания устоявшегося 

линейного распределения температур по толщине оболочки равно 50 с. Время 

нагружения и максимальная внешняя нагрузка распределены между 50 шагами. 

На рисунке 5.25 показаны значения основных параметров задачи. При разби-

ении оболочки на 1944 тетраэдра наибольшие нормальные сжимающие напряже-

ния составляют 5.7792 МПа, при разбиении на 3888 тетраэдров – 5.7790 МПа. Рас-

хождение между решениями составляет: 

5,7792 5,7790
100% 0,003% 0,1%.

5,7792

−
 =   

Таким образом, сходимость обеспечивается разбиением оболочки на 1944 тетра-

эдра. График практической оценки сходимости МКЭ по величине наибольших напряже-

ний для жёстко опёртой сферической оболочки представлен на рисунке 5.26. 

 
Рисунок 5.26 – График сходимости МКЭ для жёстко опёртой оболочки 

Основные результаты и их анализ. Для графиков вдоль оси OY начало коор-

динат принималось в точке А рисунка 5.25. Графики изменения напряжений и темпе-

ратур по толщине оболочки строим в системе координат, показанной на рисунке 5.10. 

На рисунке 5.27 визуализирован график распределения прогибов срединной по-

верхности жёстко опёртой сферической оболочки.  
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Рисунок 5.27 – Распределение прогибов срединной 

поверхности жёстко опёртой оболочки вдоль линии А-Б (q = 80 кПа) 

Поправка к величинам прогибов за счёт нелинейности диаграмм деформиро-

вания и пересчёта координат узлов достигает 6%. Эффект разносопротивляемости 

более выражен, он достигает 28%. Деформируемость схемы проявляется незначи-

тельно – в пределах 2%. Уточнение расчёта по классической теории термоупруго-

сти за счёт нелинейной разносопротивляемости составляет 33% по величине мак-

симальных горизонтальных перемещений. 

Распределение нормальных напряжений на поверхностях жёстко опёртой 

оболочки показаны на рисунках 5.28–5.29. 

 

Рисунок 5.28 – Распределение напряжений 
y  на верхней 

поверхности жёстко опёртой оболочки вдоль линии А-Б (q = 80 кПа) 
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Влияние разносопротивляемости составляет 46% на верхней поверхности и 40% 

на нижней поверхности, при этом расхождение между нелинейной и квазилинейной 

разносопротивляемостью достигает 16% на верхней и 26% на нижней поверхностях. 

Проведение расчёта по деформируемой схеме для жёстко опёртой сферической 

оболочки также значимо влияет на величины нормальных напряжений. Например, для 

напряжений вдоль оси Y на нижней поверхности уточнение достигает 18%. 

 

Рисунок 5.29 – Распределение напряжений 
y  на нижней 

поверхности жёстко опёртой оболочки вдоль линии А-Б (q = 80 кПа) 

Распределение температур по толщине оболочки для термомеханической задачи 

и задачи теплопроводности в момент времени t = 1 c представлен на рисунке 5.30. 

 

Рисунок 5.30 – Распределение температур по толщине 

жёстко опёртой оболочки в т. В (t = 1 c, q = 80 кПа и q = 0 кПа) 
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Оценка влияния зависимости от вида напряженного состояния, квазилиней-

ной разносопротивляемости [119] и линейной термоупругости на процесс тепло-

проводности представлены на рисунках 5.31. 

 

Рисунок 5.31 – Распределение температур по толщине 

жёстко опёртой оболочки в т. В (t = 1 c, q = 80 кПа) 

Графики подтверждают влияние напряжённого состояния на процесс распре-

деления температур. 

Рисунок 5.32 наглядно иллюстрирует распределение нормальных напряже-

ний по толщине жёстко опёртой сферической оболочки. 

 

Рисунок 5.32 – Распределение напряжений по толщине  

жёстко опёртой оболочки в точке А (q = 80 кПа) 
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Проанализировав результаты численных экспериментов, смело можно утвер-

ждать, что эффекты связанности, нелинейной разносопротивляемости вместе с расчё-

том по деформируемой схеме, если их учитывать в расчётной модели, вносят весьма 

серьёзные коррективы в вычисленные значения НДС исследованных оболочек. 

5.5 Расчёт НДС армированных плит из нелинейных материалов 

с учётом воздействия химически активной среды 

Проверка эффективности предложенной математической модели в главе 4, про-

должилась решением прикладных задач по определению НДС в конструкциях, подвер-

женных воздействию химически активной эксплуатационной среды. В качестве несу-

щих элементов в таких случаях используют армированные слоистые плиты из значимо 

нелинейных материалов, проявляющих свойство разносопротивляемости и восприни-

мающих механическую нагрузку вместе с негативным воздействием среды. В данном 

случае материалом плит был принят железобетон, поскольку плиты на этой основе про-

шли тщательную экспериментальную проверку в известных в научной литературе опы-

тах G. Bach и O. Graf [268], и несколько позже W. Gehler и H. Amos [287]. Результаты 

этих экспериментов использованы в известной монографии Н.И. Карпенко [83, 84], где 

подробно анализируются. Здесь необходимо заметить, что плиты из указанных выше 

опытов были модифицированы, путём добавления в сжатую зону защитного слоя из 

специального эпоксидного тяжёлого полимербетона, который будет противостоять 

агрессивному воздействию внешней среды хлоридсодержащей среды. 

5.5.1 Функция деградации материала слоя, 

контактирующего с химически активной средой 

Применённый в диссертации, для прикладных расчётов, защитный слой вы-

полнен из специального эпоксидного бетона, для которого проведён убедительный 

набор практических экспериментов, позволивший достаточно эффективно опреде-

лить уровень влияния внешней химической среды на изменение его физико-меха-

нических свойств. Эти опыты подробно рассмотрены в работе П.В. Селяева [165], 

а теоретическое описание и анализ данных экспериментов проведён в исследова-

ниях В.В. Петрова, П.В. Селяева, О.В. Пениной [148–150]. 
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Глубину слоя, поражённого химически активной средой, можно описать, ис-

пользуя теорию малых упругопластических деформаций предложенную А.А. Иль-

юшиным [148, 149]. В итоге, предложено глубину проникновения агрессивной 

среды определять в виде нелинейной функции или иначе закона [150]: 

( )t t = , (5.11) 

где t – время воздействия среды,  – эмпирически определяемый коэффициент, за-

висящий от конкретной пары материала и среды. С учётом процесса деградации 

механических свойств материала, выражения для секущего модуля 
cE  и касатель-

ного kE  примут вид [148, 165], представленный формулами (5.12). 

0 ( ( ))c cE E F B z= ; 0 ( (z))k kE E F B= , (5.12) 

здесь z – координата по нормальной оси к срединной плоскости в направлении раз-

вития толщины плиты; функция B(z) – имеет смысл величины концентрации актив-

ной среды в точке; ( )F B  – принятая функция деградации, отражающая изменение 

модуля деформаций при изменении физико-механических свойств конструкцион-

ного материала. В данных обозначениях функция деградации принимает вид: 

( ( )) exp( ( )),pb F B z B z = = −  (5.13) 

где 
'( )

( )

F B

F B
− =  – относительная скорость изменения секущего и касательного мо-

дулей, '( )F B  – скорость деградации. 

5.5.2 Фиктивные слои, контактирующие с хлоридсодержащей средой 

Моделирование выполняется, используя приёмы, эффективно используемые 

в известных работах В.В. Петрова, И.Г. Овчинникова, П.В. Селяева c соавторами 

[148–150, 165]. В указанных работах тщательно детализированы изменения к тео-

рии малых упругопластических деформаций А.А. Ильюшина в целях повышения 

качества исследований влияния химических сред на работу материалов. 

В матричном виде связь деформаций и напряжений выражается формулой 

   s s se A  =  
, (5.14) 

где 
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Компоненты матрицы [As] вычисляются по соотношениям, отражающим 

представление о модели описания коррозионной повреждённости: 

( ) ( )

( ) ( )

11 22 12

44 66 55

1/ ; / ; ;

2 1 / ;

s s s i
c pb b c pb c

i

s s s

b c pb

A A E A E E

A A A E


  



 

= = = − =
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 (5.15) 

здесь приняты следующие обозначения: 
i  – интенсивность напряжений, 

i  – ин-

тенсивность деформаций. Модуль деформации полимербетона определяется вели-

чиной 
с pbE  , где 

pb  – функция, характеризующая степень коррозионной повре-

ждаемости (5.13), 0 1pb  ; 
cE - переменный секущий модуль (5.15).  

Матрицу жёсткости для каждого такого фиктивного слоя определим как 

[225]: 

1
s sB A

−

   =    . (5.16) 

5.5.3 Задание граничных условий для набора прикладных задач 

НДС армированных слоистых плит из нелинейного материала планируется 

рассмотреть в вариантах расчётного моделирования. Для этого предлагается два 

условия опирания: в угловых точках (для плиты № 711) и шарнирное по линии кон-

тура (остальные –№ 825, № 844, № 863) [211, 226, 268, 287]. 

Если углы плит, при наличии свободного опирания по контуру, в принципе 

не закреплять, то они будут приподниматься. Создание соответствующего эффекта 

в предлагаемой КЭ-модели достигается тем, что ни на одно из пяти доступных сте-

пеней свободы [174, 176] узла КЭ сетки дискретизации не накладывается никаких 

ограничений. Такой способ освобождения степеней свободы требует наличия пред-

варительной сетки разбиения плана плиты на КЭ, чтобы выделить угловой узел. 
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Другие узлы опорного контура имеют нулевые значения вертикальных и угловых 

перемещений. Последние получают нулевые значения в соответствии с условиями: 

- узлы по сторонам, параллельным оси OX 
10, 0i iw = = ; 

- узлы по сторонам, параллельным оси OY 
20, 0i iw = = . 

Если плита опирается угловыми узлами, то для них следует принять wi=0. 

5.5.4 Алгоритм расчёта НДС 

Для определения характеристик НДС армированных слоистых плит можно 

сформировать соответствующий алгоритм, поделённый на этапы: 

- формирование задания на расчёт конкретного элемента конструкции; 

- вычисление элементов матрицы связи узлов для КЭ; 

- задание граничных условий через выбранную глобальную нумерацию сте-

пеней свободы; 

- задание действующих активных нагрузок; 

- вычисление локальных матриц жёсткости КЭ; 

- определение результирующего вектора узловых перемещений для глобаль-

ной матрицы жёсткости. 

Разделение общего алгоритма на этапы позволяет прерывать ход решения в 

любой необходимый момент и эффективно выполнять оценку сходимости вычис-

лительного процесса, по результатам анализа которого можно его корректировать, 

возобновляя с прерванной операции при необходимости. 

Учитывая наличие фактора «усложнённых» свойств [62, 175, 176, 197, 220, 

230, 234], вычисления следует проводить методом пошаговых нагружений, а для 

ускорения сходимости – использовать метод переменных параметров упругости. 

Кроме этого: дополнительную сложность может вызывать физическая нелиней-

ность (порождённая разносопротивляемостью материалов) и вычислительная (ме-

тода пошаговых нагружений). Формирование задания на расчёт включает в себя 

задание следующих пунктов: 

- вычисление необходимых геометрических параметров; 

- разбиение отдельных КЭ на фиктивные слои элементов по некоторой принятой 

заранее системе; 
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- предела прочности материала несущих фиктивных слоёв; 

- модуля упругости арматуры и исходных осей X1 и X2; 

- предела текучести для материала арматуры армированных слоёв; 

- предельно допустимой погрешности вычисления прогибов или напряжений, в 

зависимости от принятой системы оценки сходимости вычислительного процесса. 

Вычисление матрицы связи узлов сетки глобального ансамбля КЭ с локальной 

нумерацией узлов, принятой для отдельных КЭ, включает в себя следующие этапы: 

- автоматизированное разбитие плиты на треугольные КЭ по некоторой рацио-

нальной системе и построение глобального ансамбля КЭ [156, 174, 176]; 

- проведение глобальной и локальной нумерации КЭ и их узлов; 

- установление взаимно-однозначного соответствия локальной нумерации узлов 

с глобальным аналогом, для корректного определения места каждого элемента. 

Задание нагрузки формирует вектор узловых сил для выбранной области ансам-

бля КЭ в глобальной системе координат (ГСК), которая в случае действия сосредото-

ченной силы представлена одним узлом. Вычисление элементов матриц жёсткости КЭ 

в исходном состоянии выполняется исключительно для неармированных слоёв и для 

неповреждённых армированных слоёв. 

Элементы начальной матрицы податливости материала плиты определяется из 

выражения (4.32) при нулевых компонентах тензора напряжений. Вычисление мат-

рицы жёсткости КЭ в ЛСК, в случае применения КЭ из главы 4, выполняется в следу-

ющей последовательностью действий: 

- численным интегрированием жёсткостей по толщине КЭ определяются компо-

ненты матрицы [D] функций жёсткости, зависящих от напряжений; 

- вычисляются компоненты матрицы податливости [E]; 

- вычисляются компоненты матрицы [H]; 

- вычисляются компоненты матрицы-произведения [H]-1[T]; 

- вычислить компоненты матрицы жёсткости КЭ [K] в соответствии с выражени-

ями (4.18). 
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Если расчёт матрицы жёсткости КЭ проводится не впервые, то вычисление 

вектора сил {M}, при нулевых координатах по осям локальным осям X1 и X2, вы-

полняется в следующей последовательности: 

- вычисление матрицы-произведения [H]-1[T]; 

- вычисление компонентов вектора {β}; 

- вычисление компонентов вектора {M}. 

Далее вычисляется вектор {ε} обобщённых деформаций и компоненты тензо-

ров деформаций и напряжений для всех фиктивных слоёв плиты. Для армирован-

ных слоёв вычисляются напряжения в бетоне и арматуре. 

Выполняется тест на появление трещин в фиктивных слоях, ранее их не имев-

ших. В слоях с трещинами контролируется возникновение вторичных трещин, пе-

ресекающих первичные. Для каждого фиктивного слоя внутри КЭ проводится яв-

ная идентификация его типа, при необходимости проводится корректировка. После 

корректировки проводится новое вычисление компонентов матрицы упругости, 

вычисляется матрица жёсткости рассматриваемого КЭ в ЛСК. Этот результат 

включается в глобальную матрицу жёсткости, полученную для ГСК. 

Следующее действие – это применение метода факторизации (
T

LDL ) для вы-

числения вектора узловых перемещений всего ансамбля КЭ, решения линейных ал-

гебраических уравнений (СЛАУ). 

Процесс нахождения решения СЛАУ, полученной при помощи МКЭ, в пре-

делах одного шага нагружения или одной итерации по методу переменных пара-

метров упругости [29, 174], прекращается, если все параметры НДС в глобальной 

системе координат и вспомогательные переменные изменяются не более, чем на 

0,01% (стандартная величина принятая в современных САПР [105]). После такого 

прерывания в базе данных обеспечения вычислительного процесса появляется пе-

речень значений следующих вычисленных параметров: 

- вектор узловых перемещений ансамбля конечных элементов в ГСК; 

- деформации в центре конечного элемента (начало ЛСК внутри КЭ); 

- напряжения в центре КЭ – точка (0;0) для ЛСК; 
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- угол 1  между направлением нормали к существующей трещине и осью 
1X  

исходной системы координат; 

- величина значения функции повреждаемости  ; 

- 
S  – параметр введённый В.И. Мурашевым [174, 180]; 

- 
pb  – функция, характеризующая степень поврежденности (потери несущей 

способности) от контакта с агрессивной средой; 

- вид и тип появившихся трещин по условным слоям (см. главу 4); 

- {M} – вектор обобщённых сил в центре ЛСК КЭ. 

5.5.5 Плита № 1 (плита № 711) 

В примере проводится расчётное моделирование плиты из железобетона с за-

щитным слоем из эпоксидного полимербетона с учётом факторов нелинейности, 

отмеченных ранее. Значения некоторых характеристик для данной плиты приве-

дены в таблице 5.2. 

Таблица 5.2 – Параметры модели плиты № 711 (1) [16, 268, 287] 

№ п/п 

Геометриче-

ские раз-

меры,  

м 

Предел те-

кучести для 

арматурной 

стали, 

МПа 

Расчётные 

коэффициенты 

армирования 

Число заданных для 

точности расчёта 

фиктивных слоёв по 

толщине 

Толщина 

слоя, взаимо-

действую-

щего 

со средой,  

мм 

µ11 µ22 

711 3×1,5×0,189 320 0,0134 0,0094 38 40 

Модуль упругости для арматурной стали принят стандартно и равен Es=200000 

МПа. В задаче применён слой из эпоксидного бетона, защищающих бетонную (железобе-

тонную) часть от диффузии ионов хлора и, соответственно процессов коррозии, который 

имеет начальный нормативный модуль упругости Es=32000 МПа [229]. 

Активная среда, взаимодействующая с защитным слоем, представляет из 

себя 20% раствор NaCl с заявленной плотностью ρ=1,219 г/см3. Используются кон-

станты потенциала W1 для бетона c прочностью на сжатие 28,4 МПа (см. главу 2). 

Нагрузка принята как равномерное давление – диапазон изменения 0–50 кПа. 

Значения других параметров плиты показаны на рисунках 5.33, 5.34. 
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Рисунок 5.33 – Плита № 1 (711) 

 

Рисунок 5.34 – Показано сечение 1-1 для плиты № 1 (711) 

На рисунке 5.34 применены следующие условные обозначения: 

1 – железобетонный слой плиты; 

2 – армирование плиты; 

3 – полимербетонный слой; 

4 – срединная поверхность; 

q – равномерно распределённая нагрузка; 

с – химически активная среда;  

δ1 – толщина полимербетонного слоя; 

δ2 – толщина железобетонного слоя; 

h – полная толщина плиты;  

a1 – толщина армированного слоя; 

a2 – толщина защитного слоя бетона для арматурной сетки. 
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Срединная поверхность плиты разбита правильной, по форме (способствует 

устойчивости получаемых результатов), сеткой треугольных КЭ со степенью дис-

кретизации 12×12 узловых точек (оптимальный выбор для данной задачи, основан-

ный на анализе результатов сходимости предложенной КЭ-модели [226, 229]), 

представленной схематично (рисунок 5.35). 

Дополнительные материалы по результатам вычислений НДС армированной 

слоистой плиты № 1 представлены в приложении № 1. На рисунках П1.1–П1.20 

приведены распределения горизонтальных и вертикальных перемещений в средин-

ной поверхности по различным осям симметрии прямоугольной в плане плиты; 

нормальные напряжения; распределение напряжений по толщине данной плиты; 

механические моменты, определенные для вперёд заданной длительности воздей-

ствия хлоридсодержащей среды в течении 12, 18, 24, 30-и месяцев. 

 

Рисунок 5.35 – КЭ-сетка для плиты № 1 (711) (размеры в мм) 

Данные на рисунках демонстрируют сравнение вычисленных характеристик 

НДС воздействии химически активной эксплуатационной среды и без неё. Из этих 

данных, очевидно, следует, что относительный рост прогибов в плите до начала 

активного накопления повреждаемости достигает 17%, а после начала процессов 

активного трещинообразования и увеличения длительности контакта с агрессивной 

средой – увеличивается до 35%. 

Увеличение значений максимальных напряжений в материале плиты состав-

ляет до 20% при сроке влияния среды менее 12 месяцев. С увеличением срока 

нахождения в химически активной среде до 24 месяцев и далее по времени рост 
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напряжений составляет до 51%, а значения механических моментов, воспринимае-

мых плитой, уменьшаются на величину 23–27%. 

На рисунке 5.36 приведены графики зависимости вертикальных прогибов с 

момента начала и периода взаимодействия с химически активной эксплуатацион-

ной среды, из чего следует, что, по мере роста концентрации активной среды в ма-

териале защитного слоя из полимербетона, происходит значительно увеличение 

скорости процессов трещинообразования и существенный рост величины макси-

мального прогиба. При одной и той же нагрузке и периоде 30 месяцев, разница 

прогибов при расчёте без среды и вместе с ней составляет до 15%. 

 

Рисунок 5.36 – Показана зависимость величин вертикальных перемещений 

от момента начала и длительности последующего действия 

химически активной внешней среды 

На рисунках П1.21–П1.22 схематично показано возрастание степени повре-

жденности плиты по толщине при активном взаимодействии с активной хлоридсо-

держащей средой. 

5.5.6 Плита № 2 (плита № 825) 

Рассчитывается железобетонная плита с защитным полимербетонным слоем. 

Поставлена задача проверить возможности расчётного моделирования разра-

ботанной механико-математической модели с учётом слоистости армированной 
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плиты, которая выполнена из разносопротивляющегося материала и находится в 

контакте с химически активной средой, будучи подверженной повреждаемости в 

форме трещинообразования.  

Форма и размеры плиты показаны на рисунках 5.37–5.39. 

Срединная поверхность плиты разбита правильной, по форме (что способ-

ствует устойчивости получаемых результатов), сеткой треугольных КЭ со степе-

нью дискретизации 12×12 узловых точек (оптимальный выбор для данной задачи, 

основанный на анализе результатов сходимости предложенной КЭ-модели [226, 

229]), представленной схематично (рисунок 5.39). 

 

Рисунок 5.37 – Плита № 2 (825) 

 

Рисунок 5.38 – Показано сечение 2-2 для плиты № 2 (825): 

1 – железобетонные слои; 2 – армированные слои; 

3 – защитный слой эпоксидного полимербетона; 4 – срединная поверхность; 

q – нагрузка в форме давления [16] 
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Рисунок 5.39 – КЭ-сетка для плиты № 2 (825) (размеры в мм) 

Некоторые важные для расчётного моделирования параметры плиты № 2 

(825) приведены в таблице 5.3. 

Таблица 5.3 – Параметры расчёта для плиты № 825 (2) [16, 268, 287] 

№ п/п 

Геометриче-

ские раз-

меры,  

м 

Предел те-

кучести для 

арматурной 

стали, 

МПа 

Расчётные 

коэффициенты 

армирования 

Число заданных для 

точности расчёта 

фиктивных слоёв по 

толщине 

Толщина 

слоя, взаимо-

действую-

щего 

со средой,  

мм 

µ11 µ22 

825 2×2×0,152 480 0,0125 0,0125 42 30 

Модуль упругости для арматурной стали принят по справочной литературе и 

установлен стандартно величиной Es=200000 МПа. В задаче применён слой из 

эпоксидного бетона, защищающих бетонную (железобетонную) часть от диффузии 

ионов хлора и, соответственно процессов коррозии, который имеет начальный нор-

мативный модуль упругости Es=32000 МПа [226]. 

Активная среда, взаимодействующая с защитным слоем, представляет из 

себя 20% раствор NaCl с заявленной плотностью ρ=1,219 г/см3. Используются кон-

станты потенциала W1 для бетона c прочностью 28,4 МПа на сжатие (см. главу 2). 

Нагрузка равномерно принята как равномерно распределённая (давление) – рас-

сматривались величины 0–150 кПа. 

Наиболее ценные результаты численного моделирования армированной сло-

истой плиты № 2 (825) приведены в приложении № 2. 
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Здесь, рисунки П2.1–П2.10, иллюстрируют характер распределения горизон-

тальных и вертикальных перемещений в срединной поверхности при максималь-

ной величине нагрузки по различным осям симметрии плиты; значения нормаль-

ных напряжений; распределение напряжений по толщине в центре пластины; ме-

ханические моменты, определенные для периода взаимодействия с хлоридсодер-

жащей средой – до 12, 18, 24, 30 месяцев соответственно. 

Данные графики позволяют объективно сравнить вычисленные характери-

стики НДС при учёте воздействия хлоридной эксплуатационной среды и без него. 

Полученные данные позволяют точно определить, что увеличение прогибов в 

плите до начала процессов повреждаемости составляет до 22%, а после начала ак-

тивного трещинообразования и увеличения периода взаимодействия с активной 

эксплуатационной средой – достигает величины в 31%; при этом увеличение мак-

симальных значений напряжений в материале плиты составляет до 41% при сроке 

влияния среды менее 12 месяцев, а с увеличением периода воздействия среды до 

24 месяцев и далее, рост напряжений составил до 50%. 

Рисунок 5.40 наглядно демонстрирует степень изменения вертикальных пе-

ремещений (прогибов) по времени при меняющихся значениях периода воздей-

ствия с химически активной среды. 

 

Рисунок 5.40 – Показана зависимость величин вертикальных перемещений 

от момента начала и длительности последующего действия 

химически активной внешней среды 
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Здесь можно увидеть, что при росте концентрации химически активной (в данном 

случае – хлоридсодержащей среды) в материале защитного слоя происходит заметный 

рост скорости процессов накопления повреждаемости, что приводит к значительному 

увеличению величины максимального вертикального перемещения в плите. При равной 

нагрузке и сроке взаимодействия в 30 месяцев с агрессивной средой разница по верти-

кальным перемещениям составила до 32% по сравнению с вариантом расчёта без учёта 

кинетики агрессивной среды. 

На рисунках П2.11–П2.12 схематично показано возрастание степени повре-

жденности плиты по толщине при активном взаимодействии с активной хлоридсо-

держащей средой. 

5.5.7 Плита № 3 (плита № 844) 

Рассчитывается железобетонная плита с защитным слоем из эпоксидного по-

лимербетона. Как и в примерах с плитами № 1 и № 2, стоит задача проверить воз-

можности расчётного моделирования разработанной механико-математической 

модели с учётом слоистости армированных плит, которые выполнены из разносо-

противляющегося материала, и находятся в контакте с химически активной средой, 

к тому же подвержены повреждаемости в форме трещинообразования.  

Форма, размеры и структура слоёв плиты показаны на рисунках 5.41, 5.42. 

 

Рисунок 5.41 – Плита № 3 (844) 
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Рисунок 5.42 – Показано сечение 3-3 для плиты № 3: где 1 – железобетонные слои; 

2 – армированные слои; 3 – слой эпоксидного полимербетона; 

4 – срединная поверхность; q – нагрузка в форме давления [16] 

Срединная поверхность плиты разбита правильной, по форме (способствует 

устойчивости получаемых результатов), сеткой треугольных КЭ со степенью дис-

кретизации 16×16 узловых точек (оптимальный выбор для данной задачи, основан-

ный на анализе результатов сходимости предложенной КЭ-модели [226, 229]), 

представленной схематично (рисунок 5.43). 

 

Рисунок 5.43 – КЭ-сетка для плиты № 3 (844) (размеры в мм) 

В таблице 5.4 сгруппированы некоторые важные значения параметров плиты 

№ 3, которые определяют её несущую способность и степень защищённости от воз-

действия химически активной внешней среды. 
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Таблица 5.4. Параметры расчётной модели плиты № 844 (3) [16, 268, 287] 

№ п/п 

Геометриче-

ские раз-

меры,  

м 

Предел те-

кучести для 

арматурной 

стали, 

МПа 

Расчётные 

коэффициенты 

армирования 

Число заданных 

для точности рас-

чёта фиктивных 

слоёв по толщине 

Толщина слоя, 

взаимодейству-

ющего 

со средой,  

мм 
µ11 µ22 

844 2×2×0,106 480 0,0145 0,0168 36 20 

Модуль упругости для арматурной стали принят по справочной литературе и 

установлен стандартно величиной Es=200000 МПа. В задаче применён слой из 

эпоксидного бетона, защищающих бетонную (железобетонную) часть от диффузии 

ионов хлора и, соответственно процессов коррозии, который имеет начальный нор-

мативный модуль упругости Es=32000 МПа, как и в задачах выше. 

Активная среда, взаимодействующая с защитным слоем, представляет из 

себя 20% раствор NaCl с заявленной плотностью ρ=1,219 г/см3. Используются кон-

станты потенциала W1 для бетона c прочностью 28,4 МПа на сжатие (см. главу 2). 

Нагрузка сосредоточенная, приложенная в центре плиты, вертикальная сила – диа-

пазон изменения 0–80 кН. 

Избранные результаты расчёта армированной слоистой плиты № 3 приво-

дятся в приложении № 3. Рисунки П3.1–П3.10 показывают наиболее существен-

ные, для оценки, графики зависимостей вертикальных и горизонтальных переме-

щений в срединной поверхности при максимальной величине механического загру-

жения (здесь – сосредоточенная сила); величины нормальных напряжений и их по-

тенциальное распределение по толще плиты; значения моментов, определенные 

для периода взаимодействия, с химически активной средой – в пределе до 12, 18, 

24, 30 месяцев, соответственно. 

На указанных графиках приведены сравнительные данные, позволяющие 

провести анализ уровня влияния воздействия химически активной эксплуатацион-

ной среды. Для этого используется вариантное представления эффекта присутствия 

такой среды по времени. 

Из приведённых в приложении результатов следует, что величина макси-

мального прогиба, от прогрессирующей повреждаемости по толще плиты, с 
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одновременным увеличением периода активного взаимодействия с хлоридной сре-

дой (NaCl) до срока в 30 месяцев, может достигать величины в 40%. 

Рост максимальных величин напряжений в материале плиты составит до 20% 

при периоде взаимодействия со средой в 12 месяцев, и существенно будет расти по 

при длительности контакта с агрессивной средой в 24 месяца и более (рост макси-

мальных величин напряжений достигает 38% и более). 

Нижеприведённые данные с рисунка 5.44 свидетельствуют, что имеются ос-

нования полагать, что по мере возрастания уровня концентрации ионов хлора в за-

щитном слое из эпоксидного полимербетона, происходит значительное и прогрес-

сирующее во времени, ускорение процесса повреждаемости и более активный рост 

максимальных прогибов в исследуемой плите № 3 (844). 

 

Рисунок 5.44 – Показана зависимость величин вертикальных перемещений 

от момента начала и длительности последующего действия 

химически активной внешней среды 

Данные полученных результатов объективно свидетельствуют, о том, что по 

при возрастании концентрации активной хлоридсодержащей среды в материале за-

щитного слоя, происходит существенное для плиты возрастание скорости процес-

сов накопления повреждаемости и, вследствие, происходит активное увеличение 

значений для максимальных вертикальных перемещений. 



 - 306 -  

При одинаковой нагрузке и сроках взаимодействия с хлоридсодержащей сре-

дой до 30 месяцев разница в расчётных величинах прогибов при учёте среды и без 

присутствия химически активной среды составляет до 42%. 

На рисунках П3.11–П3.12 схематично показано возрастание степени повре-

жденности плиты по толщине при активном взаимодействии с активной хлоридсо-

держащей средой. 

5.5.8 Плита № 4 (плита № 863) 

Расчёту подлежит плоская железобетонная плита с защитным слоем из эпок-

сидного полимербетона [227]. 

Как и в примерах с предыдущими плитами будем диагносцировать способность 

разработанной механико-математической модели учитывать при расчётном моделиро-

вании эффекты, которые делают механико-математическую модель значимо нелиней-

ной, но способствуют получению более точного прогноза значений её НДС при исполь-

зовании слоистости армированных плит, которые выполнены из разносопротивляюще-

гося материала, подверженного повреждаемости в форме трещинообразования, в усло-

виях воздействия химически активной эксплуатационной среды. 

Конфигурация и геометрические размеры плиты в плане (вид сверху и сече-

ние) демонстрируются на рисунках 5.45, 5.46. 

 

Рисунок 5.45 – Плита № 4 (плита № 863) 
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Рисунок 5.46 – Сечение 4-4 для плиты № 4: где 1 – железобетонные слои; 

2 – армированные слои; 3 – слой эпоксидного полимербетона; 

4 – срединная поверхность; q – нагрузка в форме давления 

Срединная поверхность плиты разбита правильной, по форме, сеткой тре-

угольных КЭ со степенью дискретизации 14×14 узловых точек (оптимальный вы-

бор, основанный на анализе результатов сходимости предложенной КЭ-модели 

[226, 227, 229]), представленной схематично на рисунке 5.47. 

 

Рисунок 5.47 – КЭ-сетка для плиты № 4 (863) (размеры в мм) 

Отдельные необходимые параметры, которые используются при расчётном 

моделировании плиты № 4 (863), приведены в таблице 5.5. 

Таблица 5.5. Параметры расчётной модели плиты № 863 (4) [16, 268, 287] 

№ 

п/п 

Геометриче-

ские размеры,  

м 

Предел текуче-

сти для арма-

турной стали, 

МПа 

Расчётные 

коэффици-

енты арми-

рования 

Число заданных 

для точности 

расчёта фиктив-

ных слоёв по 

толщине 

Толщина слоя, вза-

имодействующего 

со средой,  

мм µ11 µ22 

863 2×2×0,151 428 0,0117 0,0117 34 30 
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Модуль упругости арматурной стали принят в соответствии с нормативными 

данными стандартно и равен Es=200000 МПа. В задаче использован эпоксидный 

полимербетонный слой, защищающих бетонную (железобетонную) часть от диф-

фузии ионов хлора и, соответственно процессов коррозии, который имеет началь-

ный нормативный модуль упругости Es=32000 МПа. Активная среда, взаимодей-

ствующая с защитным слоем, представляет из себя 20% раствор NaCl с заявленной 

плотностью ρ=1,219 г/см3. Использованы константы потенциала W1 для бетона c 

прочностью 28,4 МПа на сжатие (см. главу 2). Нагрузка принята распределённая, в 

форме давления – 0–100 кПа. 

На рисунке 5.48 приведён график зависимости максимальных вертикальных 

прогибов в плите от времени загружения, в том числе, с учётом взаимодействия с 

химически активной (хлорид натрия) средой. 

 

Рисунок 5.48 – Прогрессирующее возрастание величин вертикальных прогибов 

от времени нагружения и периода действия 

химически активной (хлорид натрия) эксплуатационной среды 

Данные рисунка 5.48 свидетельствуют, что имеются основания, чтобы утвер-

ждать, что по мере возрастания концентрации ионов хлора в защитном слое из 

эпоксидного полимербетона, происходит значительное и прогрессирующее во вре-

мени, ускорение процесса повреждаемости и рост значений максимального 
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прогиба в исследуемой плите. При равной нагрузке и схожем периоде присутствия 

химически активной среды, на основе хлорида натрия, за 30 месяцев, разница в зна-

чении максимального прогиба, в присутствии среды и при её полном отсутствии, 

может достигать величины до 27%. 

Некоторые наиболее значимые результаты расчёта армированной слоистой 

плиты № 4 (863) представлены в приложении № 4. 

Рисунки П4.1–П4.20 показывают наиболее существенные, для оценки, графики 

зависимостей вертикальных и горизонтальных перемещений в срединной поверхности 

при максимальной величине механического загружения; величины нормальных напря-

жений и их потенциальное распределение по толще плиты; значения механических мо-

ментов, вычисленных для периода взаимодействия с химически активной средой 

(NaCl) – период действия 12, 18, 24, 30 месяцев. Сравнение данных графиков, объек-

тивно доказывает, что учёт таких факторов, как воздействие среды на защитный слой 

и др., приводит к значительному ускоренному росту вертикальных перемещений (т.е. 

прогибов) в плите, до образования трещин – до максимум 18%, а после, принимая во 

внимание длительность воздействия с хлоридной средой, рост величин прогибов может 

достигнуть 27%. Возрастание максимальных напряжений в материале плиты состав-

ляет до 24% (период влияния среды менее 12 месяцев) и до 43% (при периоде взаимо-

действия с активной средой в 30 месяцев и более). 

Рисунки П4.21–П4.22 подтверждают возрастание степени поврежденности 

плиты по толщине при активном взаимодействии с хлоридсодержащей средой для 

защитного слоя. 

5.6 Выводы по главе 5 

1. Формулируется модификация одного из вариантов пошагово-итерацион-

ного процесса расчёта элементов строительных конструкций в форме оболочек раз-

личной геометрической конфигурации (формы) с учётом обновления координат уз-

лов (деформированная схема расчёта) конечных элементов на каждом отдельном 

этапе загружения, взаимовлиянии полей температуры и напряжений, в рамках ре-

шения связанной задачи, зависимости температурных характеристик материала от 

НДС и значимых эффектов связанных с разносопротивляемостью, а также для 

определения НДС армированных слоистых плит с учётом воздействия химически 
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активной хлоридсодержащей среды и повреждаемости в форме образования тре-

щин. 

2. Проведён ряд вычислительных экспериментов по расчёту НДС оболочечных 

конструкций различной конфигурации из физически нелинейных материалов, чьи ме-

ханические свойства проявляют зависимость от компонент тензора напряжений, в 

условиях совместного нагружения механической и температурной нагрузкой. 

3. Основные результаты по определению величин НДС, следующие:  

- объективно показано значительное влияние связанности полей напряжений и 

температур, что достигает 16% применительно к величинам нормальных напряжений, 

особенно заметное на этапе приложения температурной нагрузки; 

- показано весьма важное влияние эффектов, связанных с зависимостью механи-

ческих свойств материала от напряжений, по сравнению с расчётами, проведёнными 

по классическим моделям термоупругости, разница в расчётных величинах достигает: 

 27% по максимальным вертикальным перемещениям; 

 34% по максимальным горизонтальным перемещениям; 

 47% по максимальным значениям нормальных и 17% по значениям каса-

тельных напряжений; 

- акцентированное влияние на результаты расчётов оказало явное применение 

нелинейных определяющих соотношений А.А. Трещёва, Н.М. Матченко [118, 119, 331] 

в сравнении с их квазилинейным аналогом, что характеризуется величиной в пределах 

26% относительно некоторых параметров или характеристик НДС; 

- расчёт характеристик НДС по деформированной схеме вносит следующие по-

правки в результаты: 

 до 8% по прогибам;  

 до 3% по горизонтальным перемещениям;  

 до 26% по нормальным напряжениям; 

 почти не оказывает никакого влияния на касательные напряжения. 

4. Решён комплекс прикладных задач (в том числе проверочных) по опреде-

лению параметров напряженно-деформированного состояния слоистых 
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армированных плит с учётом проявлений разносопротивляемости, воздействия хи-

мически активной хлоридсодержащей среды и повреждаемости. 

5. Получены новые значимые оценки результатов численных экспериментов 

по учёту влияния агрессивности хлоридсодержащей эксплуатационной среды, ко-

торые, очевидно, заключаются в следующем: 

- наблюдается заметное увеличение величин вертикальных перемещений в пли-

тах, на этапе до начала образования трещин, (процессов повреждаемости в плите) – 

наблюдается увеличение до 16%, а после старта процессов повреждаемости и прогрес-

сирующего увеличения периода воздействия химически активной хлоридной среды – 

величины прогибов могут возрастать до 36% в экстремальных точках; 

- происходит прогрессирующие возрастание максимальных величин напря-

жений в материале плит: 

 до 20% при сроке взаимодействия с активной средой до 12 месяцев; 

 до 49% при сроке от 24 месяцев взаимодействия с активной средой; 

- величины воспринимаемых плитой моментов уменьшаются на 25–29%; 

- проявляется ускорение процесса трещинообразования и количества трещин 

по толщине плиты по мере распространения повреждения защитного слоя. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе проведённого в первом разделе диссертации анализа известных 

экспериментальных данных показано, что характер упругопластического деформи-

рования многих конструкционных материалов не соответствует гипотезе «единой 

кривой» и деформирование их может происходить по дилатационному принципу. 

Такие материалы можно отнести к материалам с «усложнёнными» свойствами, фи-

зико-механические характеристики которых проявляют значимую зависимость от 

вида и количественных значений параметров текущего напряжённого состояния в 

точке среды материала. На основе обзора результатов экспериментов и существу-

ющих определяющих соотношений для разносопротивляющихся и дилатирующих 

материалов показано, что эти два специфические свойства их механической при-

роды во многом взаимосвязаны и зачастую выступают в качестве внешних прояв-

лений сложной структуры. Показано также, что большинство известных определя-

ющих соотношений для материалов с усложнёнными свойствами не учитывают 

важных особенностей их деформирования, что вносит определённые модельные 

ограничения на характеристики материалов или приводит к значительным погреш-

ностям получаемых аппроксимаций экспериментальных данных. Решение при-

кладных задач строительной механики с учётом нелинейной механики материалов 

требует применения достаточно универсальных и надёжных определяющих соот-

ношений, а также усовершенствования известных методов решения этих задач. 

Полученные в диссертационной работе результаты указывают на то, что предло-

женный в диссертационной работе подход на базе определяющих соотношений для не-

линейно деформируемых материалов с неклассическими свойствами и специально 

ориентированные на их использование численные методы решения практически важ-

ных задач определения НДС пространственных конструкций, в том числе комбиниро-

ванных, могут служить удовлетворительной основой для исследования деформирова-

ния сложных элементов конструкций, выполненных из подобных материалов.  

Итоги результатов диссертационного исследования могут быть представ-

лены следующими выводами: 
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1. На основе предложенных определяющих соотношений проанализированы 

данные экспериментов для достаточно широкого круга нелинейных разносопро-

тивляющихся материалов. Показано, что используемая форма потенциальных со-

отношений обладает достаточной точностью аппроксимации механического пове-

дения этих материалов и позволяет, в целом, более эффективно вычислять харак-

теристики НДС конструкций из материалов указанного класса. 

2. На основе подхода, связанного с нормированными пространствами напря-

жений и определяющими соотношениями для начально-изотропных материалов, 

обладающих свойствами разносопротивляемости, получены аппроксимации для 

механического поведения ряда грунтов, в том числе скальных пород, что позволило  

исследовать деформирование упругих оснований и сформировать единую универ-

сальную модель исследования прочности зданий и сооружений на деформируемом 

основании в условиях их совместной работы, как того требует «Технический ре-

гламент о безопасности зданий и сооружений» от 30.12.2009 № 384-ФЗ. 

3. Выполнен обзорный анализ теоретических и экспериментальных работ по 

влиянию химически активных эксплуатационных сред на изменение физико-меха-

нических свойств материалов, в том числе, на НДС конструкций из материалов со 

свойствами, зависимыми от компонентного состава тензора напряжений. 

4. Рассмотрены известные теоретические подходы и экспериментальные ис-

следования по определению НДС несущих элементов строительных конструкций в 

условиях температурного воздействия. Проанализированы аспекты развития тео-

ретических моделей термоупругости, описывающих процессы теплопроводности в 

условиях деформирования, ограниченность скоростей распространения термо-

упругих волн, влияние температуры на механические свойства материалов несу-

щих элементов, варианты постановок задач. Установлено, существует проблема 

точности представления НДС термоупругого деформирования значимо нелиней-

ных изотропных материалов. 

5. Построен плоский треугольный гибридный многослойный конечный эле-

мент, обеспечивающий решение задач об исследовании элементов пространствен-

ных конструкций, выполненных из материалов с усложнёнными свойствами, для 
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которых допустимо представление в виде ансамбля плоских элементов, в том числе 

с учётом разрушения и воздействия химически активной среды. 

6. Построена теоретическая модель для решения задач связанной термоупруго-

сти. Для этого был использована модификация нелинейного термодинамического по-

тенциала Гиббса в нормированном пространстве напряжений. Эта модель легла в ос-

нову вывода уравнений объёмного конечного элемента (тетраэдра) новой модифика-

ции, который позволил определить значения характеристик НДС некоторых приклад-

ных задач с помощью разработанного на его основе программного обеспечения. Ал-

горитм решения задач включает учёт влияния компонентного состава тензора напря-

жений на термомеханические свойства применяемых материалов. 

7. Для решения задач определения НДС многослойного грунтового основа-

ния построен новый объёмный конечный элемент изопараметрического типа с 12 

поступательными степенями свободы в узлах и матрицей жёсткости, параметры ко-

торой могут отображать механические свойства слоёв основания. 

8. Проведённые исследования позволили отыскать принципиально новое реше-

ние для проблемы деформирования разносопротивляющихся материалов, а главное, 

методологии внедрения современных модификаций МКЭ в инженерную практику. 

Разработана математическая модель и программный комплекс, ориентированные на ре-

шение задач по исследованию НДС элементов макрооднородных и армированных кон-

струкций, выполненных из материалов, чьи механические свойства зависят от вида 

напряжённого состояния, с учётом разрушения и пластических деформаций в арма-

туре, в том числе, совместно с многослойным деформированным основанием, с учётом 

температурного воздействия и влияния химически активной среды. 

9. Решена задача об определении НДС трубчатых элементов при чистом кру-

чении. Сравнение с экспериментальными данными и теорией Н.И. Карпенко сви-

детельствует об адекватности разработанной механико-математической модели, 

правильности работы разработанного алгоритма и его реализации на ЭВМ, а также 

возможности использования этой модели для решения задач об определении НДС 

железобетонных оболочек. 
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10. Проведён расчёт двух разомкнутых цилиндрических оболочек, жёстко за-

щемлённой вдоль образующих, и опёртой шарнирно, а также задача определения 

характеристик НДС для оболочки положительной гауссовой кривизны, опёртой на 

типовые фермы. Анализ результатов решения этих задач подтвердил, что учёт 

усложняющих поведение материала свойств даёт значительный эффект при прове-

дении статических расчётов. В частности, различия в перемещениях составили до 

70% по сравнению с расчётами без учёта усложнённых свойств бетона; разница по 

напряжениям составила до 50%. 

11. Выполнен расчётный анализ воздействия химически активной среды на не-

сущие элементы типа армированная «многослойная плита», защищённая полимербето-

ном. Постановка задачи включает учёт деградации защитных слоёв, разносопротивля-

емость бетона и наличие повреждаемости (трещинообразования). Полученные резуль-

таты расчётного моделирования показали, что указанные факторы нелинейности ока-

зывают значимое влияние на НДС элемента: за счёт развития повреждений и увеличе-

ния периода агрессивного воздействия прогибы возросли с 17% до 35%; максимальные 

напряжения увеличили значения с 20% (за 12 месяцев) до 48% (за 24 месяца) при сни-

жении сопротивляемости плит по изгибающему моменту на 25–28%; деградация за-

щитного слоя ускорила процесс развития повреждённости. 

12. Решены новые постановки задач связанной термоупругости для материа-

лов, свойства которых зависимы от компонентного состава тензора напряжений. 

Объектами расчётного моделирования стали оболочки круглая и прямоугольная в 

плане. Обе имеют положительную кривизну Гаусса.  

Анализ значений НДС решённых задач показал: нелинейность определяю-

щих соотношений вносит изменения до 26% (при прочих равных); связности 

напряжений и температур вносит изменения: в значения нормальных напряжений 

– до 12%; нелинейная разносопротивляемость изменяет: прогибы не более, чем на 

28%, горизонтальные перемещения – до 33%, нормальные напряжения – до 46%, 

касательные напряжения – до 15%; расчёт по деформируемой схеме изменяет про-

гибы – до 8%, горизонтальные перемещения – до 3%, нормальные напряжения – до 

26%, касательные – до 10%.  
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13. Выполнены количественная и качественная оценки результатов расчётного 

моделирования с помощью конечно-элементной модели, состоящей из плоских тре-

угольных и трёхмерных (в форме тетраэдра) конечных элементов, высотного здания 

как призматической оболочки. Анализ полученных результатов позволил установить 

необходимость учёта разносопротивляемости материала на всех стадиях работы кон-

струкции, в том числе, при совместной работе с деформируемым основанием. Пока-

зано, что учёт особых, неклассических эффектов, работы материалов, в том числе в же-

лезобетоне, позволяет получить уточнения значений различным характеристик НДС до 

25–30%, что зависит от их значений, получаемых в рамках упрощённых подходов к 

работе основания и бетона в составе несущих элементов. 

14. Построены разрешающие уравнения для определения НДС тонких пла-

стинок в условиях плоского напряжённого состояния при условиях: материал – 

начально-изотропной разносопротивляющийся, повреждённость – трещины сдвига 

и нормального разрыва. Показано, что разница по напряжениям при учёте разносо-

противляемости и без её учёта может достигать 45% и более. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Избранные результаты к решению задачи о расчете НДС плиты №711 (1), 

с учётом воздействия химически активной хлоридсодержащей среды 

на защитный слой из эпоксидного полимербетона 

  



 - 353 -  

 

Рисунок П1.1 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П1.2 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OY, в срединной поверхности) 
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Рисунок П1.3 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П1.4 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OY, в срединной поверхности) 
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Рисунок П1.5 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П1.6 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 
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Рисунок П1.7 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П1.8 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 
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Рисунок П1.9 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П1.10 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 
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Рисунок П1.11 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П1.12 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 
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Рисунок П1.13 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 

 

Рисунок П1.14 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OY) 
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Рисунок П1.15 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OY) 

 

Рисунок П1.16 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 
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Рисунок П1.17 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 

 

Рисунок П1.18 – Распределение значений усилий 
11M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П1.19 – Распределение значений усилий 
22M  вдоль диагонали плиты 

 

Рисунок П1.20 – Распределение значений усилий 
12M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П1.21 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 

 

Рисунок П1.22 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Избранные результаты к решению задачи о расчёте НДС плиты №825 (2), 

с учётом воздействия химически активной хлоридсодержащей среды 

на защитный слой из эпоксидного полимербетона 

 

 

 

 

  



 - 365 -  

 

Рисунок П2.1 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П2.2 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 
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Рисунок П2.3 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П2.4 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 
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Рисунок П2.5 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П2.6 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 
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Рисунок П2.7 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П2.8 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 
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Рисунок П2.9 – Распределение значений усилий 
11M  вдоль диагонали плиты 

 

Рисунок П2.10 – Распределение значений усилий 
12M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П2.11 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 

 

Рисунок П2.12 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Избранные результаты к решению задачи о расчёте НДС плиты №844 (3), 

с учётом воздействия химически активной хлоридсодержащей среды 

на защитный слой из эпоксидного полимербетона 
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Рисунок П3.1 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П3.2 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 
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Рисунок П3.3 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль диагонали, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П3.4 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 
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Рисунок П3.5 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П3.6 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 
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Рисунок П3.7 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П3.8 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 
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Рисунок П3.9 – Распределение значений усилий 
11M  вдоль диагонали плиты 

 

Рисунок П3.10 – Распределение значений усилий 
12M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П3.11 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 

 

Рисунок П3.12 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Избранные результаты к решению задачи о расчёте НДС плиты №863 (4), 

с учётом воздействия химически активной хлоридсодержащей среды 

на защитный слой из эпоксидного полимербетона 
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Рисунок П4.1 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П4.2 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль оси симметрии OY, в срединной поверхности) 
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Рисунок П4.3 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OX, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П4.4 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль оси симметрии OY, в срединной поверхности) 
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Рисунок П4.5 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали плиты, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П4.6 – Распределение значений горизонтальных перемещений 

(вдоль диагонали плиты, в срединной поверхности) 
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Рисунок П4.7 – Распределение значений вертикальных перемещений /W h  

(вдоль диагонали плиты, в срединной поверхности) 

 

Рисунок П4.8 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 
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Рисунок П4.9 – Величина напряжений в бетоне 

(на нижней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П4.10 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 
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Рисунок П4.11 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль диагонали) 

 

Рисунок П4.12 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 
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Рисунок П4.13 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OX) 

 

Рисунок П4.14 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OY) 
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Рисунок П4.15 – Величина напряжений в бетоне 

(на верхней поверхности плиты, вдоль оси симметрии OY) 

 

Рисунок П4.16 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 
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Рисунок П4.17 – Величина напряжений в бетоне 

(распределение по толщине плиты, в центре геометрии) 

 

Рисунок П4.18 – Распределение значений усилий 
11M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П4.19 – Распределение значений усилий 
22M  вдоль диагонали плиты 

 

Рисунок П4.20 – Распределение значений усилий 
12M  вдоль диагонали плиты 
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Рисунок П4.21 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной  (в расчете) 

 

Рисунок П4.22 – Иллюстрация процесса развития 

повреждаемости в сечении плиты при величине нагрузки q 

4/10, 6/10, 8/10, 1 от максимальной (в расчете) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 

Свидетельства о регистрации программ для ЭВМ  

и справка о внедрении 
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